Analisis de Fourier de
senales y sistemas
de tiempo continuo

5.1 INTRODUCCION

En capitulos anteriores presentamos la transformada de Laplace y la transformada z para convertir las sefiales en el
dominio del tiempo en representaciones en el dominio s y el dominio z complejos que son, para muchos propoésitos,
mds convenientes para analizar y procesar. Ademds, mediante estas transformaciones se proporciona mayor cono-
cimiento acerca de la naturaleza y las propiedades de muchas sefiales y sistemas. En este capitulo y en el siguiente
presentaremos otras transformaciones conocidas como la serie de Fourier y la transformada de Fourier, las cuales
convierten sefiales en el dominio del tiempo en representaciones en el dominio de la frecuencia (o espectrales). Ade-
mds de proporcionar las representaciones espectrales de las sefiales, el andlisis de Fourier también es esencial para
describir ciertos tipos de sistemas y sus propiedades en el dominio de la frecuencia. En este capitulo nos introduci-
remos en el andlisis de Fourier en el contexto de las sefiales y sistemas de tiempo continuo.

5.2 REPRESENTACION EN SERIE DE FOURIER DE SENALES PERIODICAS

A. SENALES PERIODICAS

En el capitulo 1 definimos una sefial de tiempo continuo x(#) como periddica si existe un valor positivo distinto de
cero T para el cual
x(t+ T)=x(¢t) paratodat (5.1)

El periodo fundamental 7}, de x(#) es el valor positivo mds pequefio de T para el cual la ecuacién (5.1) se satisface, y
1 / T, = f, se conoce como frecuencia fundamental.
Dos ejemplos basicos de sefiales periddicas son la sefial senoidal real

x(t) = cos(wyt + ) (5.2)
y la sefial exponencial compleja
x(1) = el (5.3)

donde w, = 27/T, = 2f, se conoce como frecuencia angular fundamental.

B. REPRESENTACION DE LA SERIE DE FOURIER EXPONENCIAL COMPLEJA

La representacion de la serie de Fourier exponencial compleja de una sefial periédica x(f) con periodo fundamental
T, esta dada por
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x(t)= 2 ckejk“’ot Wy =— (5.4)

k=—oco0

donde ¢, se conocen como coeficientes complejos de Fourier y estdn dados por
1 — jkeot
o, =— | x(t)e 7" dt 5.5
e L (5.5)

donde [ 1, denota la integral sobre cualquier periodo y por lo regular se utilizan los intervalos 0 hasta T, o —T, / 2 hasta
TO/ 2 para la integracion. Al establecer k = 0 en la ecuacién (5.5) tenemos que

‘ =T—10 jTo xX(t) dt (5.6)

lo cual indica que ¢, es igual al valor promedio de x(¢) sobre un periodo.
Cuando x(7) es real, entonces de la ecuacion (5.5) se deriva que

c, =" (5.7)
donde el asterisco indica el complejo conjugado.

C. SERIE DE FOURIER TRIGONOMETRICA

La representacion de la serie de Fourier trigonométrica de una sefial periddica x(f) con periodo fundamental 7, estd
dada por

x(t)= Yo 4 Z (a; cos k wyt + by, sen kwyt) Wy = ZT—W (5.8)
k=1 0
donde a, y b, son los coeficientes de Fourier dados por
a _2 _[ x(t) cos kwyt dt (5.9a)
T, "To
by =2 | x(t)sen kayt di (5.9b)
T, " To
Los coeficientes a, y b, y los coeficientes de Fourier complejos ¢, se encuentran relacionados por (problema 5.3)
a .
70 = Q= T ey by = jex =) (5.10)

De la ecuacién (5.10) obtenemos
1 . 1 .
Cx :E(ak —Jjby) c_y :E(ak + jby) (5.11)
Cuando x(7) es real, entonces a, y b, son reales, y por la ecuacién (5.10) tenemos que
a, =2Re[¢; ] b, =—2Im[c¢,] (5.12)

SENALES PARES E IMPARES

Si una sefial periddica x(7) es par, entonces b, = 0y su serie de Fourier (5.8) contiene tinicamente los términos co-
seno:

x(t) =20+ 4, cos kgt w0y =27 (5.13)
k=1 Ty
Si x(#) es impar, entonces a, = 0y su serie de Fourier contiene sélo términos seno:
- 2
x(1) =" by sen kwyt 0= - (5.14)
0

k=1
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D. SEeRIE DE FOURIER EN FORMA ARMONICA
Otra forma de la representacion en serie de Fourier de una sefial periddica real x(f) con periodo fundamental 7}, es

_2m

x(1)=Cy+ Y, Cp costkwgt —6,) @, -,
0

k=1

(5.15)

La ecuacién (5.15) puede derivarse de la ecuacion (5.8) y se conoce como serie de Fourier en forma armonica de x(t).
El término C, se conoce como componente de cd, mientras que el término C,cos(kw,t — 6,) se denomina k-ésima
componente armonica de x(t). La primera componente arménica C, cos(w,t — 6,) se conoce cominmente como com-
ponente fundamental debido a que tiene el mismo periodo fundamental que x(#). Los coeficientes C, y los dngulos 6,
son las amplitudes y los dngulos de fase de las armonicas, respectivamente, y estdn relacionados con los coeficientes
de Fourier a, y b, por medio de

Co=% = +1? 6, =tan~' 2% (5.16)

2 ai

Para una sefal periddica real x(f), la serie de Fourier en términos de exponenciales complejas como los de la
ecuacion (5.4) es matematicamente equivalente a cualesquiera de las dos formas en las ecuaciones (5.8) y (5.15).
Aunque las dltimas dos son formas comunes para la serie de Fourier, la forma compleja en la ecuacién (5.4) es mas
general y, por lo general, mds conveniente; utilizaremos esa forma casi de manera exclusiva.

E. CONVERGENCIA DE LA SERIE DE FOURIER

Se sabe que una sefial periddica x(7) tiene una representacion en serie de Fourier si satisface las siguientes condicio-
nes de Dirichlet:

1. x(t) es absolutamente integrable sobre cualquier periodo; esto es,
| x| dr <o (5.17)
Ty

2. x(¢) tiene un nimero finito de maximos y minimos dentro de cualquier intervalo finito de 7.

3. x(#) tiene un nimero finito de discontinuidades dentro de cualquier intervalo finito de ¢, y cada una de estas dis-
continuidades es finita.

Observe que las condiciones de Dirichlet son suficientes, pero no necesarias para la representaciéon en serie de
Fourier (problema 5.8).

F. ESPECTROS DE AMPLITUDY DE FASE DE UNA SENAL PERIODICA
Expresemos a los coeficientes complejos de Fourier ¢, en la ecuacién (5.4) de la siguiente manera:
¢, = lc,| e (5.18)

A una gréfica de |ck| contra la frecuencia angular w se le llama espectro de amplitud de la sefal periddica x(¢), y a una
grafica de ¢, contra w se le conoce como espectro de fase de x(). Puesto que el indice k supone solamente enteros,
los espectros de amplitud y de fase no son curvas continuas sino que aparecen sélo como frecuencias discretas kaw,.
Por tanto, se les conoce como espectro de frecuencias discretas o espectro de lineas.

Para una sefial periddica real x(¢) tenemos que c_, = ¢;. De este modo,

|C7k| = |Ck| d),k = _¢k (5.19)

Por tanto, el espectro de amplitud es una funcion par de w, y el espectro de fase es una funcién impar de w para una
sefal periddica real.

G. CONTENIDO DE POTENCIA DE UNA SENAL PERIODICA

En el capitulo 1 (problema 1.18) introdujimos la potencia promedio de una sefal periddica x(7) sobre un periodo como

1 2
P | X ar (5.20)



5.3 LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Si x(#) esta representada mediante la serie de Fourier exponencial compleja en la ecuacién (5.4), entonces puede
demostrarse que (problema 5.14)

1 2 < 2
T—OjTo|x(t)| =Y |c (5.21)

k=—c0

La ecuacion (5.21) se conoce como identidad de Parseval (o teorema de Parseval) para la serie de Fourier.

5.3 LA TRANSFORMADA DE FOURIER

A. DE LA SERIE DE FOURIER A LA TRANSFORMADA DE FOURIER
Sea x(f) una sefial no periddica de duracidn finita; es decir,
x=0 |i|>T

En la figura 5-1a) se ilustra una sefal de este tipo. Sea x;, (7) una sefial periddica formada al repetir x(7) con periodo
fundamental 7,, como se muestra en la figura 5-1b). Si hacemos que 7;, — oo, tenemos que

lim x; (1) =x(t) (5.22)
TO —>oe 0
x(1) AXT[)(I)
-7,0 T, ~T, Ty =T,0 T, T
2 2
a) b)

Figura 5-1 a) Senal no periddica x(¢); b) senal periddica formada por
extension periddica de x(7).

La serie de Fourier exponencial compleja de x, (7) esta dada por

=Y € w0, =27 (5.23)
k=—oo Ty
1 (T2 e
donde = J 7 T, (t) e ot g (5.24a)

Puesto que Xr, () = x(¢) para ‘t| <T, / 2 y también x(¢) = 0 fuera de este intervalo, la ecuacion (5.24a) puede volver
a escribirse como

Ty 12 . oo .
_[ ’ x(1) e *e0t gr = 1 Jimx(t) e koot gy (5.24b)

1
c = —_
K T, 7o/ T,

Definamos X(w) como
X@=] xtye " dr (5.25)

Entonces, de la ecuacién (5.24b), los coeficientes complejos de Fourier ¢, pueden expresarse como

¢, = Tixucwo) (5.26)
0

Sustituyendo la ecuacién (5.26) en la ecuacién (5.23), tenemos que

=3

xTO(t): z %X(kwo)ejkwol
k=—o0" 0

0 xTO(t)—— Z X(kay) e w, (5.27)
T
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A medida que T, — oo, w, = 27 / T, se convierte en infinitesimal (w, — 0). De este modo, sea w, = Aw. Entonces la
ecuacion (5.27) se convierte en

o

1

xg, ()| —— Y X(kAw) " Aw (5.28)
07Ty > D p P
- — 1 . S jkAwr
Por consiguiente, x(1) T})n_l)lmxTO ) ilglo 5 2 X(kAw) e Aw (5.29)

k=—co

La suma del lado derecho de la ecuacién (5.29) puede visualizarse como el 4rea bajo la funcién X(w)e’”, como se
muestra en la figura 5-2. Por tanto, obtenemos

x(6) = % |7 X@e™ do (5.30)

lo cual es la representacion de Fourier de una sefal x(¢) no periddica.

X(w)el®!
_\ Area = X(kAw) e/ Aw
X(kAw)e /A0t ====nmnmmnnnnn- §
—>{Awfe
0 kAw w

Figura 5-2 Interpretacion gréfica de la ecuacién (5.29).

B. PARDE LATRANSFORMADA DE FOURIER

La funcién X(w) definida por la ecuacién (5.25) se conoce como transformada de Fourier de x(f), mientras que la
ecuacion (5.30) define la transformada de Fourier inversa de X(w). De manera simbdlica se denotan mediante

=

X@=Fxn} =] _xt)ed (5.31)

() =F " (X(w)} = if«: X(w)e! do (5.32)

y decimos que x(7) y X(w) forman un par de transformadas de Fourier denotado por

x(1) < X(w) (5.33)

C. EspPeEcTRO DE FOURIER

La transformada de Fourier X(w) de x(¢) es, en general, compleja, y puede expresarse como
X(w) = | X(w)| e/@ (5.34)

Por analogia con la terminologia utilizada para los coeficientes complejos de Fourier de una sefial periddica x(¢), la
transformada de Fourier X(w) de una sefial no periddica x(¢) es la especificacion en el dominio de la frecuencia de x(7)
y se hace referencia a ella como espectro (o espectro de Fourier) de x(t). La cantidad \X(a)) \ $€ conoce como espectro
de magnitud de x(t), mientras que ¢(w) se denomina espectro de fase de x(t).

Si x(7) es una sefal real, entonces de la ecuacion (5.31) obtenemos

oo

X(~w)= | _x)e’dr (5.35)
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Entonces se deriva que X(—w) = X*(w) (5.36a)
y |X(—w)| = [ X(w)] d(—w) = —d(w) (5.36b)

Por tanto, como en el caso de las sefiales periddicas, el espectro de amplitud \X(w)| es una funcion par y el espectro
de fase ¢(w) es una funcién par de w.

D. CONVERGENCIA DE LAS TRANSFORMADAS DE FOURIER

Del mismo modo que en el caso de las sefiales periddicas, las condiciones suficientes para la convergencia de X(w)
son las siguientes (de nueva cuenta, se hace referencia a ellas como las condiciones de Dirichlet):

1. x(f) es absolutamente integrable; es decir,
[ Jx@dr <eo (5.37)

2. x(¢) tiene un nimero finito de maximos y minimos dentro de cualquier intervalo finito.

3. x(¢) tiene un numero finito de discontinuidades dentro de cualquier intervalo finito, y cada una de estas discon-
tinuidades es finita.

Aunque las condiciones de Dirichlet anteriores garantizan la existencia de la transformada de Fourier para una sefial,
si se permiten las funciones impulso en la transformada, las sefiales que no satisfacen estas condiciones pueden tener
transformadas de Fourier (problema 5.23).

E. CONEXION ENTRE LA TRANSFORMADA DE FOURIERY LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

La ecuacion (5.31) define la transformada de Fourier de x(f) como

oo

X(w)= J_wx(t)e_j‘”’dt (5.38)

La transformada de Laplace bilateral de x(¢), como se define en la ecuacién (4.3), estd dada por

oo

X(s)= ] _xyedr (5.39)

Comparando las ecuaciones (5.38) y (5.39), observamos que la transformada de Fourier es un caso especial de la
transformada de Laplace en la cual s = jw; esto es,

X(s)|S:jw =F{x(t)} (5.40)
Si establecemos s = o + jw en la ecuacion (5.39) tenemos que

oo

X(o+ jo)= J‘_wx(t)e—(u-%—jw)tdt - J:c[x(t)e—m] oI gy

0 X(o+ jo)=F{x(t)e 7"} (5.41)

lo que indica que la transformada bilateral de Laplace de x(f) puede interpretarse como la transformada de Fourier
de x(H)e™"".

Puesto que la transformada de Laplace puede considerarse una generalizacion de la transformada de Fourier en
la cual la frecuencia estd generalizada de jw a s = o + jw, la variable compleja s a menudo se conoce como frecuen-
cia compleja.

Observe que puesto que la integral en la ecuacion (5.39) estd denotada por X(s), la integral en la ecuacién (5.38)
puede denotarse como X(jw). De este modo, en el resto de este libro tanto X(w) como X(jw) significardn lo mismo si
asociamos la transformada de Fourier con la transformada de Laplace. Debido a que la transformada de Fourier es
la transformada de Laplace con s = jw, no debe suponerse automdticamente que la transformada de Fourier de una
sefial x(7) es la transformada de Laplace con s reemplazada con jw. Si x(f) es absolutamente integrable, es decir, si
x(7) satisface la condicion (5.37), la transformada de Fourier de x(¢) puede obtenerse de la transformada de Laplace
de x(#) con s = jw. Esto no es cierto en general en sefiales que no son absolutamente integrables. Los siguientes
ejemplos ilustran los enunciados anteriores.
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EJEMPLO 5.1 Considere la funcién impulso unitario &(f).
De la ecuacion (3.13), la transformada de Laplace de 6(7) es

Lo} =1 para toda s (5.42)
Por las definiciones (5.31) y (1.20), la transformada de Fourier de 6(f) es

FLaw) =] _se'di=1 (5.43)
De este modo, la transformada de Laplace y la transformada de Fourier de 6(¢) son la misma.
EJEMPLO 5.2 Considere la sefial exponencial

x(t) = e “u(r) a>0
De la ecuacion (3.8), la transformada de Laplace de x(7) estd dada por
F{x)} =X(s)= ﬁ Re(s)>—a (5.44)

Por la definicion (5.31), la transformada de Fourier de x(7) es

=
—oo

Flxn)=X(@)= | e u(ye ' dr

= [T etariong =1 (5.45)
0 atjo
De esta forma, al comparar las ecuaciones (5.44) y (5.45) tenemos
X(w) = X(5)| o (5.46)
Observe que x(f) es absolutamente integrable.
EJEMPLO 5.3 Considere la funcién escalon unitario u(z).
De la ecuacion (3.14), la transformada de Laplace de u(f) es
Plu)) =1 Re(s)> 0 (5.47)
S
La transformada de Fourier de u() estd dada por (problema 5.30)
Flu(t)} = w(w) + (5.48)
jw

De esta manera, la transformada de Fourier de u(f) no puede obtenerse a partir de su transformada de Laplace. Ob-
serve que la funcién escalén unitario u(f) no es absolutamente integrable.

5.4 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER
DE TIEMPO CONTINUO

Las propiedades basicas de la transformada de Fourier se presentan en la siguiente discusién. Muchas de estas pro-
piedades son semejantes a las correspondientes a la transformada de Laplace (véase la seccién 3.4).

A. LINEALIDAD
ax,(t) + a,x,(t) < a X, (0) + a,X,(w) (5.49)

B. DESPLAZAMIENTO EN EL TIEMPO
x(t —15) = e " X (w) (5.50)

La ecuacién (5.50) muestra que el efecto de un desplazamiento en el dominio del tiempo sélo implica agregar un
término lineal —wt, al espectro de fase original f(w). Esto se conoce como desplazamiento de fase lineal de la trans-
formada de Fourier X(w).
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C. DESPLAZAMIENTO EN LA FRECUENCIA
e x(t) — X(w — w,) (5.51)

En ocasiones, la multiplicacién de x(¢) por una sefial exponencial compleja e/“’ se llama modulacién compleja. De
este modo, la ecuacién (5.51) muestra que la modulacién compleja en el dominio del tiempo corresponde a un des-
plazamiento de X(w) en el dominio de la frecuencia. Observe que la propiedad de desplazamiento en la frecuencia
[ecuacidn (5.51)] es la propiedad dual de desplazamiento en el tiempo [ecuacién (5.50)].

D. ESCALAMIENTO EN EL TIEMPO

xat)— - X [2] (5.52)

|a] \a

donde a es una constante real. Esta propiedad se obtiene directamente de la definicidn de la transformada de Fourier.
La ecuacioén (5.52) indica que al escalar la variable de tiempo 7 por el factor a provoca un escalamiento inverso de la
variable de frecuencia w por 1 / a,y un escalamiento en amplitud de X(w/ a) por 1 / \ a ’ De este modo, la propiedad de
escalamiento (5.52) implica que la compresion en el tiempo de una sefial (@ > 1) produce su expansion espectral, y
la expansién en el tiempo de la sefial (@ < 1) produce su compresién espectral.

E. INVERSION DEL TIEMPO
x(—1) < X(—w) (5.53)

De este modo, la inversién del tiempo de x(f) produce una inversién semejante del eje de la frecuencia para X(w). La
ecuacion (5.53) se obtiene facilmente al establecer a = —1 en la ecuacién (5.52).

F. DUALIDAD (O SIMETRIA)
X(t) < 27mx(— ) (5.54)

La propiedad de dualidad de la transformada de Fourier tiene implicaciones significativas. Esta propiedad nos per-
mite obtener ambos pares de transformadas de Fourier a partir de una evaluacién de la ecuacion (5.31) (problemas
520y 5.22).

G. DIFERENCIACION EN EL DOMINIO DEL TIEMPO

< joX(w) (5.55)

dx(t)
dt

La ecuacion (5.55) muestra que el efecto de la diferenciacion en el dominio del tiempo es la multiplicacién de X(w)
por jw en el dominio de la frecuencia (problema 5.28).

H. DIFERENCIACION EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA
. dX(w
(—jtx() - L) (5.56)
dw
La ecuacioén (5.56) es la propiedad dual de la ecuacién (5.55).

l. INTEGRACION EN EL DOMINIO DEL TIEMPO

" xr)dr < 7X(0)5(0) + - X(w) (5.57)
. P
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Puesto que la integracién es la inversa de la diferenciacidn, la ecuacion (5.57) muestra que la operacién en el domi-
nio de la frecuencia correspondiente a la integracién en el dominio del tiempo es la multiplicacién por 1 / jw, pero se
necesita un término adicional para explicar un posible componente de cd en la salida del integrador. Por consiguiente,
a menos que X(0) = 0, se produce un componente de cd por el integrador (problema 5.33).

J. CONVOLUCION
x,(1) * x, (1) < X, () X,(w) (5.58)

La ecuacién (5.58) se conoce como teorema de convolucion del tiempo, y establece que la convolucién en el domi-
nio del tiempo se convierte en multiplicacién en el dominio de la frecuencia (problema 5.31). Como en el caso de
la transformada de Laplace, esta propiedad de convolucién juega un papel importante en el estudio de los sistemas
LIT de tiempo continuo (seccién 5.5) y también forma el fundamento para nuestra discusion de filtros (seccion 5.6).

K. MULTIPLICACION

550 < - X (@) X (@) (5.59)

La propiedad de multiplicacion (5.59) es la propiedad dual de la ecuacién (5.58) y se conoce a menudo como teo-
rema de convolucion de la frecuencia. De esta forma, la multiplicacion en el dominio del tiempo se convierte en la
convolucidén en el dominio de la frecuencia (problema 5.35).

L. PROPIEDADES ADICIONALES
Si x(7) es real, sea x(1) = x () + x (1) (5.60)
donde x,(7) y x,(¢) son las componentes par e impar de x(), respectivamente. Sea

x(1) < X(w) = A(w) + jB(w)

Entonces X(—w) = X*(w) (5.61a)
X, () < Re{X(w)} = A(w) (5.61b)
x (1) <> j Im{X(w)} = jB(w) (5.61c)

La ecuacion (5.61a) es la condicién necesaria y suficiente para que x(f) sea real (problema 5.39). Las ecuaciones
(5.61b) y (5.61¢c) muestran que la transformada de Fourier de una sefial par es una funcién real de w y que la trans-
formada de Fourier de una sefial impar es una funcién imaginaria pura de w.

M. RELACIONES DE PARSEVAL

J” nox,man=]" x,0x0)da (5.62)
| xox@di= i I X@X,(~w)do (5.63)
" s ar= i 7 1x@] do (5.64)

La ecuacién (5.64) se conoce como identidad de Parseval (o teorema de Parseval) para la transformada de Fourier.
Observe que la cantidad en el lado izquierdo de la ecuacién (5.64) es el contenido de energia normalizada E de x(¢)
[ecuacion (1.14)]. La identidad de Parseval nos dice que este contenido de energia E puede calcularse al integrar
‘X(a)) ‘2 sobre todas las frecuencias w. Por esta razén, a menudo se conoce a ‘X(w) 2 como espectro de densidad de
energia de x(t), y la ecuacién (5.64) también se conoce como teorema de la energia.

La tabla 5-1 contiene un resumen de las propiedades de la transformada de Fourier que se presentan en esta
seccién. En la tabla 5-2 se proporcionan algunas sefiales comunes y sus transformadas de Fourier.
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Tabla 5-1 Propiedades de la transformada de Fourier

Propiedad Seial Transformada de Fourier
x(1) X(w)
x,(1) X, (w)
x,(1) X,(w)
Linealidad ax, (1) + a,x,(1) a,X,(w) + a,X,(w)

Desplazamiento en el tiempo

Desplazamiento en la frecuencia

Escalamiento en el tiempo

Inversién del tiempo

Dualidad

Diferenciacion en el tiempo

Diferenciacion en la frecuencia

Integracion
Convolucién
Multiplicacién

Seiial real

Componente par

Componente impar

Relaciones de Parseval

j;xl()\)xz(/\) dx =j:X1(A)x2(A) d\

o 1 re
[ xx,0) dr =;J‘_WX1(w)X2(—w) dw

x(t—1,)
e/t x(1)
x(at)

x(—1)
X(®)

dx(t)
dt

(=jx(t)

J; x(7) dr
X, (8) * x,(1)
x, (1) x,5(1)

x(1) = x,(0) + x,(0)

x,(1)
x,(0)

o 1 re
|7 Jxo)? dt:ZTL\X(w)P do

e~ X(w)
X(w — wy)
()
X(—w)
27 x(—w)

JjoX(w)

dX(w)
dw

7X(0) 3(w)+_iX(a))
]w
Xl(w)Xz(w)
L X (0 X, ()
2ar

X(w) = A(w) + jB(w)
X(—w) = X*(w)
Re{X(w)} = A(w)

JIm{X(w)}= jB(w)
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Tabla 5-2 Pares comunes de transformadas de Fourier

x(®) X(w)
(1) 1
8(t — 1) e e
1 27mé(w)
eloot 2mé(w — w,)
cos w1 7[8(0 — w,) +o(w + )]
sen w, ¢ —jmlo(w —w,) = 8(w + w,)]
u(t m8(@) +
jo
1
u(— 1) () ——
J
e “u(t),a>0 L
jo ta
te “u(t),a>0 B
(jo + a)2
R 24
a’* +w?
1 a
—d|o|
e
a’+¢
e*atz La> 0 \/E e—w2/4a
a
1 [t|<a
pa (t) — | | a sen wa
0 |t|>a wa
1 |w|<a
senat pa(w) :{ | |
Tt 0 |w|>a
2
sgnt —
jw
= - 2
Y b —k1) 0y 3, 8 ~kay).wy ==
k=—oo k=—eco

5.5 LA RESPUESTA EN FRECUENCIA DE LOS SISTEMAS LIT
DE TIEMPO CONTINUO
A. RESPUESTA EN FRECUENCIA

En la seccién 2.2 demostramos que la salida y(7) de un sistema LIT de tiempo continuo es igual a la convolucién de
la entrada x(f) con la respuesta al impulso A(?); es decir,

y(t) = x(t) * h(t) (5.65)
Al aplicar la propiedad de convolucién (5.58) obtenemos
Y(w) = X(w)H(w) (5.66)

donde Y(w), X(w) y H(w) son las transformadas de Fourier de y(¢), x(7) y h(f), respectivamente. De la ecuacién (5.66)
tenemos que
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1 H
H(w)=12 (5.67) ()
! !
La funcién H(w) se conoce como respuesta en frecuencia del sistema. 8(1) Sistemna h(?)
Las relaciones representadas mediante las ecuaciones (5.65) y (5.66) se X0 > T () =x(t) *' h(t)
ilustran en la figura 5-3. Sea I I
H(w) = | H(w)| e/ (5.68) X(w) Y(w)=X(@)H(w)
Entonces \H(w)| se denomina respuesta de magnitud del sistema, y Figura 5-3 Relaciones entre entradas y
0,(w) respuesta de fase del sistema. salidas en un sistema LIT.
Considere la sefial exponencial compleja
x(f) = e/t (5.69)
con transformada de Fourier (problema 5.23)
X(w) = 2m6(w — ) (5.70)

Entonces, de las ecuaciones (5.66) y (1.26) tenemos que
Y(w) = 2mH(w,) 6(w — @) (5.71)
Al tomar la transformada de Fourier inversa de Y(w) obtenemos
¥(1) = H(wy) el (5.72)

lo cual indica que la sefial exponencial compleja e/“o' es una funcién propia del sistema LIT con un valor propio
correspondiente H(w,), como se observo previamente en el capitulo 2 (seccién 2.4 y problema 2.17). Ademads, por la
propiedad de linealidad (5.49), si la entrada x(f) es periddica con la serie de Fourier

x(t)= i c, e (5.73)

k=—co

entonces la salida y(#) correspondiente también es periddica con la serie de Fourier

o

yO)= Y, e H(kwy)e (5.74)
k=—co0

Si x(#) no es periddica, entonces de la ecuacién (5.30)
_ 1 - jowt
x(t)=— J. X(w) e dw (5.75)
2 ° e
y mediante la ecuacion (5.66), la salida correspondiente y(f) puede expresarse como
_ 1 « Jjot
=5 |7 HX() e do (5.76)
PP

De este modo, el comportamiento de un sistema LIT de tiempo continuo en el dominio de la frecuencia estd comple-
tamente caracterizado por su respuesta en frecuencia H(w). Sea

X(w) = [X(w)| @ Y(w) = |V(w)] e/ (5.77)

Entonces, de la ecuacion (5.66) tenemos que
[Y(w)| = | X(w)||Hw)| (5.78a)
Oy(w) = Oy(w) + 0, (w) (5.78b)

Por consiguiente, el espectro de magnitud |X(w) | de la entrada se multiplica por la respuesta de magnitud \H(w) | del
sistema para determinar el espectro de magnitud | Y(w)| de la salida, y la respuesta de fase 6,(w) se suma al espectro
de fase 6,(w) de la entrada para producir el espectro de fase 6,(w) de la salida. La respuesta de magnitud \H(w)| se
conoce a menudo como ganancia del sistema.
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B. TRANSMISION SIN DISTORSION

Para transmitir sin distorsién a través de un sistema LIT necesitamos que la forma exacta de la sefial de entrada se
reproduzca en la salida, aunque su amplitud puede ser diferente y estar atrasada en el tiempo. Por tanto, si x(¢) es la
sefal de entrada, la salida necesaria es

y(®) = Kx(t — t,) (5.79)

donde ¢, es el atraso en el tiempo (time delay) y K (> 0) es una constante de ganancia. Esto se ilustra en la figura
5-4a) y b). Tomando la transformada de Fourier de ambos lados de la ecuacién (5.79) obtenemos

Y(w) = Ke /? X(w) (5.80)

De esta forma, de la ecuacién (5.66) observamos que para una transmisién sin distorsion el sistema debe tener
H(w) = |H(w)| /@) = Kejtu (5.81)
De este modo, |Hw)| =K (5.82a)
0, (w) = —jwt, (5.82b)

Es decir, la amplitud de H(w) debe ser constante sobre todo el intervalo de frecuencias, mientras que la fase de H(w)
debe ser lineal con la frecuencia. Esto se ilustra en la figura 5-4¢) y d).

x(0) | H) |
AF------
; K
0 7 ; 0 Z)
a) )
(0
s —|"
0 : 0 ®
b) &) Declive = —t 5

Figura 5-4 Transmision sin distorsion.

DISTORSION DE AMPLITUD Y DISTORSION DE FASE

Cuando el espectro de amplitud ’H(a))‘ del sistema no es constante dentro de la banda de frecuencia de interés, los
componentes de frecuencia de la sefial de entrada se transmiten con una cantidad diferente de ganancia o atenuacion.
Este efecto se denomina distorsion de amplitud. Cuando el espectro de fase 6,(w) del sistema no es lineal con la
frecuencia, la sefal de salida tiene una forma de onda diferente de la sefial de entrada debido a los diferentes retar-
dos al pasar a través del sistema por los diferentes componentes de frecuencia de la sefial de entrada. Esta forma de
distorsién se denomina distorsion de fase.

C. SisTEMAS LIT CARACTERIZADOS POR ECUACIONES DIFERENCIALES

Como se discuti en la seccion 2.5, muchos sistemas LIT de tiempo continuo de interés practico se describen me-
diante ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes de la forma

k
2 a d (t) z ) d* x(t) (5.83)
k=0 k=0
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con M = N. Cuando tomamos la transformada de Fourier de ambos lados de la ecuacién (5.83) y por medio de la
propiedad de linealidad (5.49) y la propiedad de diferenciacion en el tiempo (5.55), tenemos que

N M
Y @ (jo) V()= b(jo) X(w)
k=0 k=0

N M
o Y(@) Y, a(jo) = X(0) Y b (jo) (5.84)

k=0 k=0

De este modo, de la ecuacion (5.67)

M
> b(jo)
H(w)= 1) — L (5.85)
X(w) .k
2 a,(jw)
k=0

que es una funcion racional de w. El resultado (5.85) es el mismo que el de la contraparte de la transformada de La-
place H(s) = Y(s)/ X(s) con s = jw [ecuacion (3.40)]; es decir,

H(w) = H(s)| = H(jo)

s=jo

5.6 FILTRADO

Una de las operaciones fundamentales en cualquier sistema de procesamiento de sefiales es el filtrado; éste es el
proceso mediante el cual las amplitudes relativas de los componentes de frecuencia en una sefial se modifican o
quiza algunos componentes de frecuencia se suprimen. Como vimos en la seccién precedente, para los sistemas LIT
de tiempo continuo el espectro de la salida es igual al de la entrada multiplicado por la respuesta en frecuencia del
sistema. Por tanto, un sistema LIT actida como filtro sobre la sefial de entrada. Aqui la palabra “filtro” se utiliza para
denotar un sistema que exhibe alguna clase de comportamiento selectivo de frecuencias.

A. FILTROS IDEALES DE FRECUENCIA SELECTIVA

Un filtro ideal de frecuencia selectiva es aquel que permite el paso exacto de sefiales en un determinado intervalo de
frecuencias y rechaza completamente el resto. La banda de frecuencias que pasa por el filtro se conoce como banda
de paso o pasa-banda, mientras que la banda de frecuencias rechazadas por el filtro se denomina banda de rechazo
o supresora de banda.

Los tipos mas comunes de filtros de frecuencia selectiva son los siguientes:

1. FILTRO IDEAL PASA-BAJAS
Un filtro ideal pasa-bajas (LPF, low-pass filter) estd especificado por

|w|<wc

1
H = 5.86
| @ | {O | 1) | > w, ( )

el cual se muestra en la figura 5-5a). La frecuencia w, se conoce como frecuencia de corte.

2. FILTRO IDEAL PASA-ALTAS
Un filtro ideal pasa-altas (HPF, high-pass filter) esta especificado por

|| <o (5.87)
|a)|> W,

0
H =
ol-|!

el cual se muestra en la figura 5-5b).
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3. FILTRO IDEAL PASA-BANDA
Un filtro ideal pasa-banda (BPF, bandpass filter) esta especificado por

IH(w)|={] o <|e|<o, (5.88)
0 de otro modo

el cual se muestra en la figura 5-5¢).

4. FILTRO IDEAL SUPRESOR DE BANDA
Un filtro ideal supresor de banda (BSF, bandstop filter) esta especificado por

|H(w)|={0 o <|e| <o, (5.89)
1 de otro modo

el cual se muestra en la figura 5-5d).

| Hw) | | Hw) |
! 1
—o, 0 , ;) —w, 0 w, ;)
a) b)
| H(w) | | H(w) |
1
1
—w, —w 0 ® o, (:) —w, —w 0 w o, (:)
c) d)

Figura 5-5 Respuestas de magnitud de filtros ideales de frecuencia selectiva.

En la discusion anterior no mencionamos nada sobre la respuesta de fase de los filtros. Para evitar la distorsion
de fase en el proceso de filtrado, un filtro debe tener una caracteristica de fase lineal sobre la banda de paso del filtro;
esto es [ecuacion (5.82b)],

0,(0) = —wt, (5.90)
donde ¢, es una constante.

Observe que todos los filtros ideales de frecuencia selectiva son sistemas no causales.

B. FILTROS NO IDEALES DE FRECUENCIA SELECTIVA

Consideraremos el filtro RC mostrado en la figura 5-6a) como un ejemplo de un filtro simple de frecuencia selectiva
causal de tiempo continuo. La salida y(7) y la entrada x(f) estdn relacionadas mediante (problema 1.32)

RC M + y(t)=x(t)
dt

Tomando las transformadas de Fourier de ambos lados de la ecuacién anterior, la respuesta en frecuencia H(w) del

filtro RC esta dada por

_Y(w) _ 1 _ 1
X(w) 1+ joRC 1+ jwlw,

H(w) (5.91)
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donde w, = 1/RC. De esta manera, la respuesta de amplitud |H(w)| y la R

respuesta de fase 6,(w) estdn dadas por % N ANV +T
1 1

H(w)|= - = (5.92) x(1) i(?) —=C 0
@) |1+ jolo, | [1+(w/w0)2]”2 i /D £

D)
oh)

0y (w)=—tan (5.93) a)

lo que se grafica en la figura 5-6b). De la figura 5-6b) observamos que la
red RC en la figura 5-6a) actiia como un filtro pasa-bajas.

5.7 ANCHO DE BANDA

A. ANCHO DE BANDA DEL FILTRO (O SISTEMA)

v

Un concepto importante en el andlisis de sistemas es el ancho de banda wy=——
de un sistema LIT. Existen muchas definiciones diferentes del ancho de
banda del sistema.

1. ANCHO DE BANDA ABSOLUTO i

v

El ancho de banda W, de un filtro ideal pasa-bajas es igual a su frecuencia T
de corte; es decir, Wy = w, [figura 5-5a)]. En este caso W, se denomina an- @

cho de banda absoluto. El ancho de banda absoluto de un filtro pasa-bandas B

ideal estd dado por Wy = w, — w, [figura 5-5¢)]. Un filtro pasa-bandas se B
denomina de banda estrecha si Wy < w,, donde w, = 1 / 2 (w, + wyesla
frecuencia central del filtro. No se define ningtin ancho de banda para un

filtro pasa-altas o un filtro supresor de banda. Figura 5-6 Filtro RC y su respuesta en
frecuencia.

b)

2. ANCHO DE BANDA DE 3 dB (0 POTENCIA MEDIA)

Para filtros causales o practicos, una definicién comin del ancho de banda del filtro (o del sistema) es el ancho de
banda de 3 dB, W;;. En el caso de un filtro pasa-bajas, tal como el filtro RC descrito por la ecuacién (5.92) o el de la
figura 5-6b), W, se define como la frecuencia positiva a la cual el espectro de amplitud |H(w)\ cae a un valor igual
a \H(O) |/ V2, como se ilustra en la figura 5-7a). Note que |H(O)| es el valor pico de H(w) para el filtro pasa-bajas
RC. El ancho de banda de 3 dB también se conoce como ancho de banda de media potencia porque una atenuacién
de voltaje o de corriente de 3 dB es equivalente a una atenuacién de potencia por un factor de 2. En el caso de un
filtro pasa-bandas, W,y se define como la diferencia entre las frecuencias a las cuales \H(w)| cae a un valor igual a
1 / V2 veces el valor pico |H(wm) , como se ilustra en la figura 5-7b). Esta definicién de W45 es util para sistemas
con respuesta de amplitud unimodal (en el rango de frecuencias positivo) y es un criterio ampliamente aceptado para
medir el ancho de banda de un sistema, pero puede llegar a ser ambiguo y no tnico con sistemas que tengan multiples
respuestas de amplitud pico.

Observe que cada una de las definiciones precedentes de ancho de banda se definen sélo a lo largo del eje de
frecuencias positivo y siempre definen sé6lo el ancho de banda de frecuencia positiva, o de un lado.

| Hw) | | H(w) |

o
S
S
IS 4

Figura 5-7 Ancho de banda del filtro.
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B. ANCHO DE BANDA DE LA SENAL

El ancho de banda de una sefial puede definirse como el intervalo de frecuencias positivas en el cual se encuentra “la
mayoria” de la energia o la potencia. Esta definicién es muy ambigua y estd sujeta a varias convenciones (problemas
5.57y 5.76).

ANCHO DE BANDA DE 3 dB

El ancho de banda de una sefial x(f) también puede definirse en un fundamento semejante al del ancho de banda de
un filtro tal como el ancho de banda de 3 dB, a través del espectro de magnitud |X(w)| de la sefial. En realidad,
si reemplazamos | H(w) | por |X(w)| en la figura 5-5a) a c), obtendremos gréficas en el dominio de la frecuencia de
sefales pasa-bajas, pasa-altas 'y supresora de banda.

SENAL LIMITADA EN BANDA
Una sefal x(¢) se denomina sefial de banda limitada si
| X(w)| =0 lw| > o, (5.94)

De este modo, para una sefial de banda limitada es natural definir ,, como el ancho de banda.

PROBLEMAS RESUELTOS

SERIE DE FOURIER

5.1. A un conjunto de sefales {V,(r)} se le denomina orfogonal sobre cualquier intervalo (a, b) si cualesquiera dos
sefiales en el conjunto W, (¢) y W,(¢) satisfacen la condicién

["w, @) Wiy di = {0 m7k (5.95)
¢ a

m=k

donde * denota el complejo conjugado y a # 0. Demuestre que el conjunto de exponenciales complejos
{edkeot: f=0,+1,+2,...}es ortogonal en cualquier intervalo sobre un periodo 7, donde 7,, = 277/ .

Para cualquier ¢, tenemos

t0+Tp
JtOTTOejmwot di = 1 oImoot _ 1 (&Moo +To) _ g imanto)
o jmag | mag
=L gmevngeimm _py—o w20 (5.96)

Jme,
jm2m — — Jmagt _
puesto que ¢/™*7™ = 1. Cuando m = 0, tenemos que ¢’"*? |m=O =ly
0+Ty 10+Ty
[ emenr gp = [ =1, (5.97)
to 19

De este modo, de las ecuaciones (5.96) y (5.97) concluimos que

120 i oory gy = [ gt g = {0 m#k (5.98)
0 0

T, m=k
lo que demuestra que el conjunto {e/*®": k = 0, = 1, ® 2, ...} es ortogonal sobre cualquier intervalo sobre un periodo T,

5.2. Mediante la condicién de ortogonalidad (5.98), derive la ecuacidn (5.5) para los coeficientes complejos de
Fourier.

De la ecuacién (5.4) x()= z c el wy =

k=—co

Al multiplicar ambos lados de esta ecuacién por e /" ¢ integrar el resultado desde ¢, hasta (¢, + T,) obtenemos
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to+To > . .
2‘ koot | — t
ckej @ol gmJmeo 1y

tg+Ty . .
[ xwye oo g = |
) i

fo

hd to+Ty .
-3 ¢ j[;’ 0 pitk=mant gy (5.99)

k=—o0

Entonces, por la ecuacién (5.98), la ecuacion (5.99) se reduce a
10+Ty )
Jr x(t)e " dt = ¢, T, (5.100)
0

Al cambiar el indice m a k obtenemos la ecuacion (5.5); es decir,

10+T .
o =1 O e e dy (5.101)
T, "'
Utilizaremos en su mayoria los siguientes dos casos especiales para la ecuacién (5.101): 7, =0y 1, = — U/ 2, respectiva-
mente. Esto es,
T .
e = 1 Joox(t)e_Jk'"‘Jt dt (5.102a)
Ty
— 1 o2 — jkawot
= T J.iTO/Zx(t)e dt (5.102b)
0

Derive la serie de Fourier trigonométrica de la ecuacién (5.8) a partir de la serie de Fourier exponencial com-
pleja de la ecuacién (5.4).

Reacomodamos la sumatoria en la ecuacion (5.4) como
x(t) = 2 c e =, + z (c e + ¢ e koot
k=—oo k=1
y por medio de las férmulas de Euler

e*ikot = cos kayt = j sen kot

tenemos que x(t)=cy+ 2 [(cy +c_p)cos kwyt + j(c, — c_p) sen kwyt] (5.103)
k=1
Establecemos cp = a?o ot =a Jley —c_p) =10y (5.104)

La ecuacioén (5.103) se convierte en

x(1) = G?O + Y (a cos kayt + by sen kwg)
k=1

Determine la representacién de la serie de Fourier exponencial compleja para cada una de las siguientes sefiales:

a) x(t) = cos w,t
b) x(t) = sen wt

- 1
c¢) x(t)=cos [2t+ , ]

d) x(t) = cos 4t + sen 6t
e) x(t) = sen’t

a) En vez de utilizar la ecuacion (5.5) para evaluar los coeficientes complejos de Fourier ¢, a través de la férmula de Euler,
obtenemos

1 . 1 _. 1 - ;
cos wyt = = (/0 + e Iy = —e 0 - Z 0" = c el
) 2 2 g

k=—oco



b)

<)

d)

e)
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De este modo, los coeficientes complejos de Fourier para cos w,t son

c =

1
2

o=
De manera similar tenemos que

e oot 4 /w0t =
J

De esta forma, los coeficientes complejos de Fourier para sen w,t son

1 o e 1
senw0t=7(ej o — 0y = —
J

o= o =—L
175 -1 2

La frecuencia fundamental angular w, de x(¢) es 2. De esta forma,

Z e Jkawot

k=—co

x(t)= cos[Zt +Z] 2 c el = 2 c, el

k=—oo k=—oo
Ahora X(I)ZCOS[Zt-‘rZ] %( jQurmld) g miQrtald)y

1 _.
——¢ j7T/4 j2t+2617/4612I: 2 Ce/Zkr

k=—co

De este modo, los coeficientes complejos de Fourier para cos(2¢ + 7/4) son

o= 1e”TM—l—I—FJ =£(1+j)

2 2 2 4

Por el resultado del problema 1.14, el periodo fundamental T, de x(f) es 7 y w, = 27 /T, = 2. De esta manera,

x(r)=cosdr +sendr =Y c 0 =Y it

k=—oo k=—co

De nuevo, mediante la férmula de Euler, tenemos que

x(t) = cos4t + sen 6¢ =%(ej4’ +e 4y + %(ejﬁ' —e
J

—j6t
)

| 1 a1 s 1 < 2
e A e ) Y

2j 2 2 2j e
Asi, los coeficientes complejos de Fourier para cos 47 + sen 67 son
c=—L - " = b
-3 2j 275 275 3 2

y todos los otros ¢, = 0.

Del problema 1.16¢) el periodo fundamental 7, de x(r) es 7y w, = 277'/ T, =

x(r)=sen’t = Z et = z c el

k=—oo k=—oo

Nuevamente, utilizando la férmula de Euler, obtenemos

. N2
jt _ =it _
x(f)=sen’t = e-e’ =—l(e/2’ —2+4+e
2j 4
I —jo 2kt
=——e "’ + e
4 2 2

k=—oo

2. De este modo,

j21)
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De esta forma, los coeficientes complejos de Fourier para sen® f son

c_ = —l Ccn = l c = _l
-1 2 075 1 1
mientras que todos los otros ¢, = 0.
5.5. Considere la onda cuadrada periddica x(¢) mostrada en la figura 5-8.
a) Determine la serie de Fourier exponencial comple- x(1)
ja de x(z). A
b) Determine la serie de Fourier trigonométrica de
x(1).
- ; =T, T, T t
a) Sea x(t)= 2 Ck elkeot wy = 27 0 _ "0 0 2o T 21,
k=—co T 2 2
Mediante la ecuacién (5.102a) tenemos que Figura 5-8
T ) To/2 )
oG = N x(1) e ' g = L _[ A ket gy
T, "0 T, "0
To/2
_ 'Le—jkwot o L o Hkolo2 _p)
—jkw,T, 0 —jkw, T,
A A
= (—emy=— [1—(—1)@
jk2m Jjk2
puesto que wyT, = 27 y e /** = (—1)*. De este modo,
¢ =0 k=2m+0
o = k=2m+1
Jkm
T, To/2
o= [ xydi=1 [ aa=4
T, "0 T, "0 2
Por consiguiente,
A A
Cy=— ¢y =0 c = 5.105
0 ) 2m 2m+1 j(2m +1)7T ( )
A A « 1 ;
obtenemos x(f)=—+-"— ——JmH et 5.106
Y ® 2w ;ﬁ 2m+1 ( )
b) De las ecuaciones (5.105), (5.10) y (5.12) tenemos
a A
70=c0=5 Ay =y, =0, m#0
a =2 Relc 1=0 b =—-2Im|c ]:L
2m+1 2m+1 2m+1 2m+1 (2m + 1)77_
Si sustituimos estos valores en la ecuacion (5.8) obtenemos
A 24 O 1
x(t)y=—+— sen(2m + Dw,t
0=3 2; i1 i
m=0
:é—i-z—A sen wot-i-;sen3woz+;sen5w0t+~-~) (5.107)
b4

2

5.6. Considere la onda cuadrada periddica x(¢) ilustrada en la figura 5-9.

a) Determine la serie de Fourier exponencial compleja de x(z).
b) Determine la serie de Fourier trigonométrica de x(7).
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x(1)
A
1 1 1 >
T, T, 0 T, T, 2T,
4 4
Figura 5-9
a) Sea x(t)= Z c, e wy = 2m
k=—co Ty
Mediante la ecuacién (5.102b) tenemos
To/2 ) To/4 )
G = Ly x(t) e oot gy = L j U AR gy
T, T2 T, * ol
_ A (&~ kooTlt _ pikeTol4
—JjkayT,
_ A (e~ _ giknl2) — A en| FT
—jk2m kr 2
De este modo, ¢ =0 k=2m+#0
ck=(—1)'"i k=2m+1
kar
T
¢ —Tl [ xwyai=—] " aa=2
0
Por consiguiente = A ¢y, =0,m#0 1 =" A
’ 0 ) 2m > 2m+1 (2}1’1 + 1)77
ALA < D" omtty
obtenemos que xt)==+=— e/t =T
Y d © 2 W’n§w2m+l
b) De las ecuaciones (5.108), (5.10) y (5.12) tenemos
Y
ype1 =2 Re[cy, 1= (—1) ’m b, =—21Im[c,]=0

Sustituyendo estos valores en la ecuacion (5.8) obtenemos

x(t)=é+% 2 1
2 7 T

)m
cos(2m + 1wyt
am 1% i

A
2 T

=—+ 2A[cos wgt —%cos&uot + %cosSwot —

(5.108)

(5.109)

(5.110)

Observe que x(#) es par; de este modo, x(¢) contiene s6lo un término de cd y términos coseno. También note que en la

figura 5-9 x(¢) puede obtenerse al desplazar x(#) en la figura 5-8 hacia la izquierda por el término TO/ 4.

5.7. Considere la onda cuadrada periddica x(#) ilustrada en la figura 5-10.

a) Determine la serie de Fourier exponencial compleja de x().
b) Determine la serie de Fourier trigonométrica de x(7).
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Observe que x(7) puede expresarse como
x(#) = x, () — A

donde x(#) se muestra en la figura 5-11. Ahora, al comparar las figuras 5-11 y 5-8 en el problema 5.5 observamos que
x,(t) es la misma onda cuadrada de x(7) en la figura 5-8, con excepcion que A se convierte en 2A.

x(1)

v

2T,

Figura 5-10

x,()

2A

v

2T,

Figura 5-11

a) Sireemplazamos A por 2A en la ecuacidn (5.106) tenemos que

oo

2A 1 i(2m+1)wt
n(H=A+== Y — o
1 j z_m2m+1

24 < 1 /@t Doy

De esta manera, x(t)=x()—A="— 5.111
©=7O i S 2m+1 (6111)
b) De forma semejante, reemplazando A por 2A en la ecuacién (5.107) tenemos que
x(=A+ 44 Y, ! sen(2m + Dot
o 2m+1
Asi, x(t)= 44 sen(2m + Doyt
m=0
_4A senw0t+isen3w0t+Lsen5w0t+--- (5.112)
™ 3 5
Observe que x(f) es impar; de esta manera, x(f) s6lo contiene términos seno.
5.8. Considere el tren de impulsos periddicos 0, (7) mostrado en la figura 5-12 y definido por
87, (=D, 8(t—KTy) (5.113)

k=—o0
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a) Determine la serie de Fourier exponencial compleja 87,0
de 5T0(t) ) ) ) . 6(0 S(I— T())
b) Determine la serie de Fourier trigonométrica de &, (2). I ] I
a) Sea or (1) = i s _27
T e w0 -, 0 T, 2T, t
Puesto que &(7) se encuentra involucrada, utilizaremos la Figura 5-12
ecuacion (5.102b) para determinar los coeficientes de Fourier
y obtener
To/2 )
o= [ sy ot ar =1 (5.114)
Ty =Tl Ty
Por tanto, obtenemos
S,(= Y, 6(r—kT0)=Ti Y, el w, =2Ti (5.115)
k=—oo 0 f=—co 0
b) Sea o7, ()= %o 4 2 (a;, cos kwyt + by senkwt) wy = 2m
2 4 To
Puesto que STO(I) es par, b, = 0, y por la ecuacién (5.9a), a, estd dado por
2 Tn 2
“=y Lro/ﬁ(’) cos ka di == (5.116)
De este modo, obtenemos
8y (=2 + 2 Y cos kayt w0, =27 (5.117)
! Yb 0 k=1 76

5.9. Considere la onda triangular x(¢) ilustrada en la figura 5-13a). Mediante la técnica de diferenciacién, encuentre
a) la serie de Fourier exponencial compleja de x(7), y ) la serie de Fourier trigonométrica de x(f).

Como se muestra en la figura 5-13b), la derivada x'(¢) de la onda triangular x(#) es una onda cuadrada.

a) Sea x(H)= 2 c el wy = 2m (5.118)
k=—c0 Ty
Al diferenciar de la ecuacion (5.118) obtenemos
x'(1)= 2 Jjkawyc e (5.119)

k=—oo

La ecuacion (5.119) muestra que los coeficientes complejos de Fourier de x'(7) son iguales a jkw,c,. De este modo,
podemos encontrar ¢, (k # 0) si se conocen los coeficientes de Fourier de x'(7). El término ¢, no puede determinarse
mediante la ecuacién (5.119) y debe evaluarse directamente en términos de x(#) con la ecuacién (5.6). Al comparar
la figura 5-13b) y la figura 5-10 observamos que x'(¢) en la figura 5-13b) es la misma que x(¢) en la figura 5-10 con A
reemplazada por 2A / T,. Por consiguiente, de la ecuacién (5.111), al reemplazar A por 2A / T, tenemos que

x(1) X' (1)
24
A —_ - —
TO
1 1 1 1
Ty T, 0 T, T, 27T, t Tl 7|0 % | T |2T0 t
2 2 2 2
24
TO
a) b)

Figura 5-13



b)
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X’([) — 4A i 1 ej(2m+1)w0t
jrTy, S 2m+1

Al igualar las ecuaciones (5.119) y (5.120) tenemos que

¢, =0 k=2m+#0
Jkawgcy -4 o = 22A2 k=2m+1
JmkT, Tk
De la figura 5-13a) y la ecuacién (5.6) tenemos
T

o= [ rxyar=2
T, "0 2

Al sustituir estos valores en la ecuacion (5.118) obtenemos

x(t)= A_2A X 1 I Cm Dt
2 S em+1)

De manera similar, al diferenciar la ecuacién (5.8) obtenemos

X(t) =" kwy(by cos kwyt — a; senkwgt)
k=1

(5.120)

(5.121)

(5.122)

La ecuacién (5.122) muestra que los coeficientes coseno de Fourier de x'(7) son iguales a kwyb, y que los coeficientes

seno son iguales a —kwa,. Por tanto, de la ecuacién (5.112), al reemplazar A por 2 A/ T,, tenemos que

x’(t) = 8714
N —a

oo

" sen(2m + 1) wyt

Al igualar las ecuaciones (5.122) y (5.123) tenemos que
b, =0 a, =0 k=2m+#0

8A 4A
—kwya, = —— 0 a, =—

k=2m+1
kT, w2

De las ecuaciones (5.6) y (5.10) y de la figura 5-13a) llegamos a
1 (% A
L=, =— x()dt =—
2 0o, J o M=

Al sustituir estos valores en la ecuacion (5.8) obtenemos

x(t)= A % %cos&m—%l) wyt
2 7 m—o 2m+1)

(5.123)

(5.124)

5.10. Considere la onda triangular x(¢) ilustrada en la figura 5-14a). Encuentre la serie de Fourier trigonométrica de
x(#) por medio de la técnica de diferenciacion.

De la figura 5-14a), la derivada x'(¢) de la onda triangular x(¢) es, como se ilustra en la figura 5-14b),

(5.125)

YO =2 1A S 8- kTy)
TO k=—oco
x(1) x'(t)
A I I Ad(1) A AB(IT Ty I
~T, 0 T, 27, t ~T, 0 T, 2T, t
—AIT,
a) b)

Figura 5-14
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Mediante las ecuaciones (5.117) y (5.125) llegamos a

oo

20)=Y 2 cos kayt w0, =27 (5.126)
k=1 *0 TO
Si igualamos las ecuaciones (5.126) y (5.122) tenemos
a, =0, k#0 kwob,{:% 0 bk:i
T, k
De la figura 5-14a) y la ecuacién (5.9a) tenemos
T
1[0 par=4
2 T,°0 2
De este modo, si sustituimos estos valores en la ecuacién (5.8) obtenemos
A Axw 1 2
x(H==+=) —senkwyt W)= — 5.127
0=+ Z‘l k 0 T, ( )

Encuentre y grafique el espectro de magnitud para la sefial del tren de pulsos cuadrados periédico x(f) mostrado
en la figura 5-15a) para a) d = T,/4,y b) d = T,/8.

Mediante la ecuacion (5.102a) tenemos

— 1 To — jkwqot — A d — jkawqot
Ck_?-[o x(t) e dt—T—IOe dt

0 0
d
=A¥e‘jkw0’ — i - 1 (1 —e_jkwod)
T, — jkw, o Ty Jkey
_ L o hwod??2 (e Jkoodl2 _ = jkw[)d/Z)
—JkwoTy
_pd senkood 12) o (5.128)
T, kaod/2
x(1)
A
_r 0 d T 2T [
a)
‘Ck‘
x(1) %A
_T
A dﬁ | | I I ‘
0d T ' 0 @0y 27 v
b) d
‘ Cr ‘

x(1)

Figura 5-15



5.12.

5.13.

PROBLEMAS RESUELTOS

Observe que ¢, = 0 siempre que kwod/ 2 = mmr, es decir,

a) d=T,/4, koydl2 = kmwd/T, = kwl4,
A |sen(kw/4)

=3 | mra

El espectro de magnitud para este caso se ilustra en la figura 5-15b).
by d=T,/8,koyd/2 = kwd/T, = k/3,
_ A|sen(km/8)
o | =5 e
8 kw/8

El espectro de magnitud para este caso se ilustra en la figura 5-15¢).

Si x,(#) y x,(?) son sefiales peridédicas con un periodo fundamental 7, y sus expresiones en series complejas de

Fourier son

> . . 2
x ()= 2 dke]kwot X @)= Z ekeﬂ“”"’ Wy =—

k=—co k=—oco

demuestre que la sefial x(¢) = x,(#)x,(¢) es peridédica con el mismo periodo fundamental 7, y puede expresarse

como
- 2w
x(t)= 2 c ek wy ="
k=—co o
donde ¢, estd dada por = 2 dye,_
m=—co
Ahora x(t + Ty) = x,(t + T)xy(t + T))) = x,(Dx,(1) = x(2)
De este modo, x(7) es periddica con un periodo fundamental 7. Sea
< i 2
x()=Y, cel wy =2
k=—oo Ty
1 T2 . 1 (T2 .
Entonces = = x(t) e e gp = - J—To/z x,(1)x, (1) e 0 dy
0 0
[N ECEREEN jmaot — jk
=__ 0 Jkot
= Y dye X () e dr
0 m=—oo
> 1 Top/2 — i (k=m)oqt had
= 2 d, |:To I,ro/zxz(t) € “di|= Y, dye,
m=—oo m=—co
1 ol — kot
= 0
puesto que e 7 LTO/ZxZ(l)e dt

y el término entre corchetes es igual a e, _,.

Sean x,(7) y x,(¢) dos sefiales periddicas en el problema 5.12. Demuestre que

1 T2 >
~ JLTO/le Ox@0di=Y, de.,
0 k=—co
La ecuacion (5.130) se conoce como relacion de Parseval para sefiales periddicas.
Del problema 5.12 y la ecuacién (5.129) tenemos que

1 T2

— jkwqgt —
i Ly B OO e dr = S duei

m=—oco

Ck
Si establecemos k = 0 en la expresién anterior obtenemos

1 T2 = -
?oj—ro/le(t)x2(t)dt: 2 duey = 2 diey

m=—co k=—oco

(5.129)

(5.130)
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5.14. Verifique la identidad de Parseval (5.21) para la serie de Fourier; es decir,

5.15.

1 2 . < 2
7l lxof = 3 ol

fe=—o0
Si x(1) = Z ckejkwot
k=—o0
"
entonces r) =] Y, el | = Y et =Y et (5.131)
k=—co k=—oo0 k=—co

donde * denota el complejo conjugado. La ecuacion (5.131) indica que si los coeficientes de Fourier de x(#) son c;, entonces
los coeficientes de Fourier de x'(f) son ¢*_,. Al establecer x,(f) = x(f) y x,(f) = x'(¢) en la ecuacién (5.130) tenemos que
d,=cye =c"_,(0e_,=c"),yobtenemos

1 Tk o0 .
T—I_Tolzx(t)x*(t)dt= S e (5.132)
0

k=—co

1 T2 2 hind 5
0 TT)J.—TO/z‘x(Z)‘ dt_kgm‘ck ‘

a) La convolucién periddica f(f) = x,(f) ® x,(¢) se definid en el problema 2.8. Si d, y e, son coeficientes com-
plejos de Fourier de x,(f) y x,(#), respectivamente, entonces demuestre que los coeficientes complejos de
Fourier ¢, de f(f) estdn dados por

¢, =Tyde, (5.133)
donde T, es el periodo fundamental comun a x,(7), x,(?) y f(¢).
b) Encuentre la serie de Fourier exponencial compleja de f(#) definida en el problema 2.8c).

a) De laecuacion (2.70) (problema 2.8)

To
fO=x50@x0 =[x —rdr

Sea =Y, de Y 0= e’
k=—co k=—c0
To < jkwo(t—T)
Entonces f)= Jlo x(7) z e e’ dr
k=—oc0
al _ T, .
= 2 e el J‘OOX(T)e’*’k“’OT dr
k=—co
1 (T ik
Puesto que dy =— | "x(m)e *7 dr
T, "0
obtenemos f)= 2 Tyd,e e’ (5.134)
k=—oo

lo que demuestra que los coeficientes complejos de Fourier ¢, de f(¢) son iguales a Td,e,.

b) En el problema 2.8¢), x,(f) = x,(f) = x(¢), como se muestra en la figura 2-12, que es lo mismo que la figura 5-8 (pro-
blema 5.5). De la ecuacién (5.105) tenemos que
A 0 k=2m,m+0
dy=ey=— kTG T . _
Aljkm k=2m+1
De este modo, por la ecuacion (5.133) los coeficientes complejos de Fourier ¢, de f(#) son

2
¢y =Todyey =Ty e
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0 k=2m,m+0

% = Toe :{T A2 K2 k=2
0 T =2m+1

Observe que en el problema 2.8¢), (1) = x,(f) ® x,(t), mostrado en la figura 2-13b), es proporcional a x(f), mostrada
en la figura 5-13a). De esta manera, si reemplazamos A por AZTU/ 2 en el resultado del problema 5.9 obtenemos que

A? 0 k=2m,m#0
co=Ty— ¢, =

—T,A? | k*ar? k=2m+1
los cuales son los mismos resultados obtenidos al utilizar la ecuacion (5.133).
TRANSFORMADA DE FOURIER
5.16. a) Verifique la propiedad de desplazamiento en el tiempo (5.50); esto es,
x(t —1y) <> e/ X (w)
Por la definicion (5.31) Fixtt =1y = | xtt—1)e " dr
Mediante el cambio de variable 7 = ¢ — #, obtenemos
Fixt—1)} = | _x(mye I dr

= J@h JL x(T)e T dr = e 7 X(w)

Por consiguiente, x(t —1y) <> e 10 X (w)
5.17. Verifique la propiedad de desplazamiento en la frecuencia (5.51); es decir,

x(1)e’" < X(w — w,)
Por la definicién (5.31),

F{x(t) &/} = Jf x(1)el0 eIt gt
= [ xwe T d = X (0 wy)

Por tanto, x(1)e > X(0 — wy)
5.18. Verifique la propiedad de dualidad (5.54); esto es,
X(t) < 2mx(—w)

De la definicion de la transformada de Fourier inversa (5.32) tenemos que

.[:, X(w)e'' dw = 2mx(1)
Al cambiar t a —t obtenemos J‘:QX(w)efj”' dw = 27x(—t)
Ahora, al intercambiar 7 y w obtenemos

I” xwe 7 ar=2mx(-w)
Puesto que FIX)) = J‘:GX(t)e*j“” dt
concluimos que X(t) < 2mx(—w)

5.19. Encuentre la transformada de Fourier de la sefial de pulso rectangular x() [figura 5-16a)] definida por

x(1) = Pa(t)={1 1] <a (5.135)

0 |t|>a
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Por la definicién (5.31) X@)=|"_pwear=["
_ .i(ejﬂ,a _ eij“’“) -9 senwa _ 2asencua
jo ® a
Por tanto, obtenemos P()<2 SNwd_,,ened (5.136)
wa

La transformada de Fourier X(w) de x() se grafica en la figura 5-16b).

x(1) X(w)
2a

a) b)

Figura 5-16 Pulso rectangular y su transformada de Fourier.

5.20. Encuentre la transformada de Fourier de la seifial [figura 5-17a)]

sen at
x(t)=
Tt
De la ecuacion (5.136) tenemos que Pa(t) < o Senwa
w

Ahora, por la propiedad de dualidad (5.54), tenemos

2304 2 mp,(—w)
t

Si dividimos ambos lados entre 27 (y por la propiedad de linealidad) obtenemos

senar Pu(—w)=p, () (5.137)

donde p, (w) estd definida por [véanse la ecuacion (5.135) y la figura 5-17b)]

pa(w)={l ‘w‘<a
0 ‘w‘>a

X(w)

v

b)

Figura 5-17 Sen at/mrt y su transformada de Fourier.

5.21. Encuentre la transformada de Fourier de la sefial [figura 5-18a)]

a1

x(t)=e a>0
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La sefal x(¢) puede volver a escribirse como

—at
x(t)= e’“\'\ _J¢ 1>0
e <0

0 ) o .
Entonces X(w)= I e/ dt + Io e ‘eI dr

0 o
_ I, Jamion g 4 J'O o @atior g

1 1 2a
- — PN R
a—jo atjo a tow

Asf obtenemos P LN 5 2a 5 (5.138)

a +tow
La transformada de Fourier X(w) de x(f) se muestra en la figura 5-18b).

x(1) X(w)
1 2/a
/l\ m
0 : 0 o
Figura 5-18 ¢ '“"y su transformada de Fourier.
5.22. Encuentre la transformada de Fourier de la sefial [figura 5-19a)]
1
a* +1*
.. —d|t] 2a

De la ecuacion (5.138) tenemos que e < — 5

a t+ow
Ahora, por la propiedad de dualidad (5.54) tenemos que

22a - Zﬂ_e—a‘ —w‘ _ 27Te—a‘ w‘
a” +t
Si dividimos ambos lados entre 2a, obtenemos
L7 dol
——e (5.139)

a’ +1? a

La transformada de Fourier X(w) de x(7) se muestra en la figura 5-19b).

x(1) X(w)
1/a®
mla
\
0 ! 0 w

Figura 5-19 1 / (a* + 1)y su transformada de Fourier.

5.23. Encuentre la transformada de Fourier de las siguientes sefiales:

a) x() =1 b) x(t) = eioo



c)

a)

b)

©)

e)

CAPITULO 5 ANALISIS DE FOURIER DE SENALES Y SISTEMAS DE TIEMPO CONTINUO

x(t) = e~ Joo! d) x(t) = cos wyt
x(1) = sen w,t
Por la ecuacién (5.43) tenemos que o(t) < 1

Asi, por la propiedad de dualidad (5.54) obtenemos
1 <= 276(— w) = 27é(w)

La figura 5-20a) y b) ilustra las relaciones en las ecuaciones (5.140) y (5.141), respectivamente.

x(#) X(w)
) 1
0 : 0 »
a)
x(1) X(w)
1 278 (w)
0 : 0 o
b)

Figura 5-20 a) Impulso unitario y su transformada de Fourier; ) sefial constante
(de cd) y su transformada de Fourier.

Si aplicamos la propiedad de desplazamiento de frecuencia (5.51) a la ecuacién (5.141) obtenemos

& 27 8(w — w,)
De la ecuacion (5.142) se deriva que
eV S 27d(w + )

De la férmula de Euler tenemos que

1. )
Cos Wyt = E(EJW + /0"

(5.140)

(5.141)

(5.142)

(5.143)

De este modo, por medio de las ecuaciones (5.142) y (5.143) y de la propiedad de linealidad (5.49), obtenemos

cos wyt < 7[o(w — wy) + (v + w,)]

La figura 5-21 ilustra la relacién en la ecuacién (5.144).
De manera similar, tenemos que

sen wyt = i(ejw"’ — e iy
2j
y nuevamente, mediante las ecuaciones (5.142) y (5.143), obtenemos
sen ot < —jm[d(w — w)) —6(w + w,)]
x(1) X(w)

— |

0 t —w, 0

s f—>

a) b)

Figura 5-21 Seiial coseno y su transformada de Fourier.

(5.144)

(5.145)



5.24.

5.25.

5.26.

PROBLEMAS RESUELTOS

Encuentre la transformada de Fourier de una sefal periddica x(¢) con periodo 7,

Expresamos x(f) como

< ; 27
x(1)= 2 Ckejkwof wy ="
k=—co TO

Tomando la transformada de Fourier de ambos lados, y mediante la ecuacion (5.142) y la propiedad de linealidad (5.49),
obtenemos

oo

X()=27 Y, ¢, 8(w—key) (5.146)
k=—0c0

lo que indica que la transformada de Fourier de una sefial periédica se compone de una secuencia de impulsos equidistantes
localizados en las frecuencias armonicas de la senal.

Encuentre la transformada de Fourier del tren de impulsos periddicos [figura 5-22a)].

8,()= D, 8(t—KkIy)

k=—co

De la ecuaci6n (5.115) en el problema 5.8, la serie de Fourier exponencial compleja de 6r,(7) estd dada por

1 c ikwnt 21
S, (1)=— elteo W, =—
fo TO kgm 0 TO

Por medio de la ecuacién (5.146) obtenemos

F167,01=2" 3, 8w kay)
0 k=—oo

= w, 2 0w — kwy) = wOSwo(w)

k=—oo

0 Y, 8t —kT)—wy Y, 80— kwg) (5.147)
k=—eco k=—o0

De este modo, la transformada de Fourier de un tren de impulsos unitario también es un tren de impulsos similar [figura
5-22b)].

x(1) X(w)

A A A A A4

A T A A A
«—>
=T, 0 T, 2T, ; —w, 0 w, 20, ;
a) b)
Figura 5-22 Tren de impulsos unitario y su transformada de Fourier.

1 1

Demuestre que x(t) cos wyt <> 5 X(w—wy)+ 5 X(w+ wy) (5.148)
! 1

y x(t)sen wyt <> — j EX(w—(uO)—EX(w+w0) (5.149)

La ecuacion (5.148) se conoce como feorema de modulacion.
De la férmula de Euler tenemos que

1 .
cos wotzg(ef“’“’ +e /)
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Entonces, por la propiedad de desplazamiento de frecuencia (5.51) y la propiedad de linealidad (5.49) obtenemos
Flx(t) cos wyt] = %B x(t) e/ + %x(r) e‘fwof]

1 1
=—X(w—w,)+—X(w+ o
5 ( 0) 5 ( o)

- 1 1
Por consiguiente, x(t) cos wyt < EX(w —wy) + EX(w +wg)
De manera semejante, tenemos que

1 . .
sen wot = ;(e/mot —e ja)()t)
J

y Fx(t)sen wyt] = gf{lx(t) el — ix(t) e-iwof}
2j 2j

1 1
=—X(w—w)) ——X(w+ o,
2 ( 0) 2 ( 0)

Por consiguiente, x(t) sen wyt < — ][é X(w—wy) — %X(w + w, )}
5.27. La transformada de Fourier de una sefial x(7) esta dada por [figura 5-23a)]

1 1
X(w)= Epa(a) —wg)t+ Epu(w + w)
Encuentre y dibuje x(7).
De la ecuacién (5.137) y el teorema de modulacién (5.148) se deduce que

sen at

x(t)= coS Wyt
Tt
y esto se esquematiza en la figura 5-23b).
X(w)
1h
I | I I | I >
—w, 0 wy—a w0+ a
a)

b)

Figura 5-23
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Verifique la propiedad de diferenciacién (5.55); es decir,

dx(1)
dt

< joX(w)
De la ecuacion (5.32), la transformada de Fourier inversa de X(w) es

x(1) = —— | x@e do (5.150)
2 T

Entonces

dx(t) 1 d
dt 27 dt U

" X(w) e dw}

o[- 9,
=— ] X=(")d
5 K@ () do

=L 7 joX@) e do (5.151)
2 T

Al comparar la ecuacién (5.151) con la ecuacién (5.150), concluimos que dx(f) / dt es la transformada de Fourier inversa
de jo X(w). De esta forma,

E . joX(o)

Encuentre la transformada de Fourier de la funcién signo, sgn(r) (figura 5-24), la cual se define como

1 t>0
sgn(t) = (5.152)
-1 <0
La funcién signo, sgn(7), puede expresarse como sgn(?)
sgn(t) = 2u(r) — 1
1
Mediante la ecuacién (1.30) tenemos que
d 0 t
—sgn(t) =26(r) —_—
dt

Sea sgn(t) < X(w)
Figura 5-24 Funcidn signo.
Entonces, si aplicamos la propiedad de diferenciacién (5.55) tenemos que

joX(@) = FL28(0] =2 - X(@) = —

Jjo
. 2
Por consiguiente, sgn(r) <> — (5.153)
Jjo

Observe que sgn(f) es una funcién impar, y por tanto su transformada de Fourier es una funcién imaginaria pura de w
(problema 5.41).

Verifique la ecuacion (5.48); es decir,
u(t) > 8(w) + —— (5.154)
jo
Como se muestra en la figura 5-25, u(f) puede expresarse como
1.1
u(t)=—+ —sgn(t
Q) 5 tose Q)

Observe que 1 / 2 es la componente par de u(t), mientras que 1 / 2 sgn(?) es la componente impar de u(f). De esta forma,
por las ecuaciones (5.141) y (5.153) y la propiedad de (5.49) obtenemos

u(t) < mé(w)+ L
Jjw
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) 3 sen(0)

=

[«
[«RESIES
W=
I 4

Figura 5-25 Funcidn escal6n unitario y sus componentes par e impar.
Demuestre el teorema de convolucién en el tiempo (5.58); es decir,
x,(0) # x) (1) < X, (w) X,(w)

Por las definiciones (2.6) y (5.31) tenemos

oo

FLx (1) # %y (1)] = I:,[ | xamma—m d’r} eIt gt
Al modificar el orden de integracion resulta

Fn ) x,01= | x5 Dlxz(z —7) e‘f‘“’dz] dr
Mediante la propiedad de desplazamiento en el tiempo (5.50)

oo

jimx2(t —7)e Mldr = X, (w) e e

De este modo, tenemos que

T () 5,01= | _x(1)Xy@) e dr

= Uixl(r) o dT] X, (@) = X, (@)X, ()

Por consiguiente, x,(0) x x)(1) < X (w) X,(w)
Mediante el teorema de convolucion en el tiempo (5.58), encuentre la transformada de Fourier inversa de
X(w) = 1/(a + jo)
De la ecuacién (5.45) tenemos que e u(t)— (5.155)
a+tjo
Ahora X(w)= ! 5= ! - ! -
(a+ jow) at jo)\a+ jo
De este modo, mediante el teorema de convolucién en el tiempo (5.58) tenemos que
x()=e “u(t)xe “u(t)
= Jtc e u(rye Tyt — ) dr
=e Jth =te “u(t)
0
Por consiguiente, te"u(t) > ——— (5.156)
(a+ jw)

Verifique la propiedad de integracién (5.57); es decir,

[" x(r)dr < 7X(0)8() + - X(0)
. ”

t
De la ecuacion (2.60) tenemos que L x(7)dT = x(t) * u(t)

Asi, mediante el teorema de convolucién en el tiempo (5.58) y la ecuacion (5.154) obtenemos
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Flx@)=u(t)]= X(w)[ﬂ'é(w) + ]] =X (w)6(w)+ .LX(w)
Jw Jw
=7X(0)8(w) + L X(w)
Jjw
puesto que X(w)d(w) = X(0)8(w) por la ecuacion (1.25). De este modo,
Ut X(7) dT} —TXO)3 () + - X(w)
e i

Por medio de la propiedad de integracién (5.57) y la ecuacién (1.31), encuentre la transformada de Fourier de

u(r).

t
De la ecuacién (1.31) tenemos que u(t)= L o(r)dr

Ahora, de la ecuacion (5.140) tenemos que 8(t) < 1
Cuando establecemos x(7) = 8(7) en la ecuacion (5.57) llegamos a

x(0) = 8(1) < X(w) = 1 y X(0) =1
! 1
y u(t)= J (1) dT > mé(w) + —
. I
Demuestre el teorema de convolucién en la frecuencia (5.59); es decir,
1
X (1)x,(t) & — X (w) * X, (w)
2T
Por las definiciones (5.31) y (5.32) tenemos que
T x01= [ xqOx@) e
=" {L [~ xm ef“d/\}x (tye i dr
1 2
| 27 T
-1 xw U” x() e_j(“’_“’dt} dA
29 T il

(- 1
. j_wxl(/\)xz(w ~ DA =X (@)+ Xy (@)

Por consiguiente, X (t)xy (1) < %Xl (w) * X, (w)
T

Por medio del teorema de convolucion en la frecuencia (5.59) derive el teorema de modulacion (5.148).
De la ecuacion (5.144) tenemos que
cos wyt < mé(w — wy)) + Té(w + W)

Por el teorema de convolucién de la frecuencia (5.59) llegamos a
x(r) cos wyt < ZLX((U) #[m8(w — wy) + (W + wy)]
T
=lX(w—w )+1X(w+w )
2 ) 0

La udltima igualdad se deduce de la ecuacion (2.59).

Verifique la relacién de Parseval (5.63); esto es,

| xoxwa= ﬁ J” %@, (o) do
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Del teorema de convolucién en la frecuencia (5.59) tenemos que

FLx (), (0] = i I x0x, - 1dr

es decir, jm [x, (D) x, ()] e dt :—21 jm X, (M) X, (0 — A)dA
oo at T
Al establecer w = 0 obtenemos

° 1

J” xox@d= > I~ X x,-0dr

Al cambiar la variable muda de integracién obtenemos

| xxwdi= zL |” XX, (-0 do

T

Demuestre la identidad de Parseval [ecuacion (5.64)] o el teorema de Parseval para la transformada de Fourier;
esto es,

[ o ar="]" | x@] do
e 2m T
Por la definicién (5.31) tenemos que

Fleroy =] x*@e ' dr

= U:ax(t)ej“”dt} =X*(—w)
donde * denota el complejo conjugado. De este modo,
x*(f) < X*(—w) (5.157)

Al establecer x,(f) = x(7) y x,(#) = x*(¢) en la relacion de Parseval (5.63) obtenemos

oo

[ xwx@yai =17 X(@)X*@)do
e 2 " T

o |7 x@oPar="1[" |X@)} do

Demuestre que la ecuacién (5.61a); es decir,
X*(w) = X(—w)
es una condicién necesaria y suficiente para que x(f) sea real.

Por la definicién (5.31), X(w)= j ix(,) oI g

Si x(¢) es real, entonces x*(¢) = x(1) y

*

X*(w)= [I:x(r)e‘f‘"’ dti|‘ =" xrwe ar
= [ xe di = x(-0)

Asi, X*(w) = X(—w) es la condicién necesaria para que x(¢) sea real. A continuaciéon supongamos que X *(w) = X(—w). De
la definicién de la transformada de Fourier inversa (5.32)

1 = )
x(t)=— X(w)e’" dw
0=-]_x@)

Entonces (1) = [i |~ X(@)e™ dw} L7 Xt w)e  do
27 © T 27 ° T

L7 Xwe ™ do=1 7 xh)ear=x)
2 > 21 T
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lo que indica que x(7) es real. De esta manera concluimos que
X*(w) = X(—w)
es la condicién necesaria y suficiente para que x(f) sea real.

Encuentre las transformadas de Fourier de las siguientes sefiales:

a) x(t) = u(—1)
b) x(t) = e u(—1),a>0

De la ecuacion (5.53) tenemos que x(—1) < X(—w)
De este modo, si x(f) es real, entonces por la ecuacion (5.61a) tenemos que
x(—=1) < X(—w) = X*(w)
a) De laecuacién (5.154) u(t) < mé(w) + L
jo

Ast, por la ecuacidn (5.158) obtenemos

u(—t) <>mo(w) — i
jw

b) De la ecuacion (5.155) e “u(t) —

a+t jow

De esta forma, por la ecuacién (5.158) obtenemos que

e“u(—t)—

a— jo
Considere una sefial real x(7) y sea
X(w) = Fx®] = A(w) + jB(w)
y x(0) = x,(0) + x,(0)
donde x,(?) y x,(¢) son las respectivas componentes par e impar de x(f). Demuestre que
x (1) < A(w)
x (1) <> jB(w)

De las ecuaciones (1.5) y (1.6) tenemos que

X0 = %[x(t) + x(—1)]

5, (1) = %[x(r) — x(=0)]

Ahora, si x(¢) es real, entonces por la ecuacion (5.158) tenemos que
x(1) < X(w) = A(w) + jB(w)

x(—1) < X(—w) = X*(0) = A(w) — jBw)
De este modo concluimos que x,(1) < %X (w) + %X *(w)=A(w)

x(,<r)e%X(w)—%X*(w)= JB(w)

(5.158)

(5.159)

(5.160)

(5.161a)
(5.161b)

Las ecuaciones (5.161a) y (5.161b) demuestran respectivamente que la transformada de Fourier de una sefal real par es

una funcién real de w, mientras que una sefial real impar es una funcién imaginaria de .

Mediante las ecuaciones (5.161a) y (5.155) encuentre la transformada de Fourier de e la > 0).
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De la ecuacion (5.155) tenemos que

a . w

_ 1
at
e “u(t) < = J
a+t jo a + o a + o

Por la ecuacién (1.5) la componente par de eu(r) estd dada por

| R L oa L —di
—e “u(t)t+—eu(—t)y=—e
5 () 5 (=1 5

Ast, por la ecuacion (5.161a) tenemos que

7(1‘ t‘ 2a
e <>

a* + o’
y éste es el mismo resultado obtenido en el problema 5.21 [ecuacidn (5.138)].
5.43. Encuentre la transformada de Fourier de una sefial de pulso gaussiano

x(t) = e a>0
Por la definicién (5.31) X =] e ar (5.162)

Si tomamos la derivada de ambos lados de la ecuacién (5.162) con respecto a w tenemos

dX(w) __

.J.°° tefatze*jwf dt
dw e

Ahora, por medio de la férmula de integracion por partes se obtiene

B B B
_[ udv=uv| — _[ vdu
. 2
y al dejar que u=e ' y dv=te " dt
. 2
tenemos que du=— joe*" dt y v= —zief‘”
a
I S 1 _ 2 _. |7 o [® _2 _.
te at e Jjot dl =—_ ¢ at e Jjot el e at e jot dt
Y '[*"" 2a oo / 2a "~
- ,
= —jﬂ J e e dt
2a "~
puesto que a > 0. De este modo obtenemos
dX(w) :—EX((»)
dw 2a

Al resolver la anterior ecuacion diferencial separable para X(w) obtenemos

X(w)=Ae@"Ha (5.163)

donde A es una constante arbitraria. Para evaluar A procederemos como sigue: estableciendo w = 0 en la ecuacién (5.162)
y mediante un cambio de variable tenemos que

2 2 2 2 T
XO0)=A=| e dr=2| " di=—" eAd/\:\/:
() .[700 J‘O \/Z'[O a

Si sustituimos este valor de A en la ecuacién (5.163) obtenemos

X(w)= \/E o~ Ha (5.164)
a
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2 2
Por consiguiente, llegamos a e a>0< \/Eef‘” faa (5.165)
a

Observe que la transformada de Fourier de una sefial de pulso gaussiano también es un pulso gaussiano en el dominio de
la frecuencia. La figura 5-26 ilustra la relacién en la ecuacién (5.165).

X(w)

x()

—

v
v

0 t 0

Figura 5-26 Pulso gaussiano y su transformada de Fourier.

RESPUESTA EN FRECUENCIA

5.44.

545.

Mediante la transformada de Fourier vuelva a resolver el problema 2.25.

El sistema estd descrito por V(1) + 2y(t) = x(r) + x'(¢)

Al tomar las transformadas de Fourier de la ecuacién anterior obtenemos que
joY(w) + 2Y(w) = X(w) + joX(w)

o (jo +2)Y(w)=(1+jw) X (w)

Por consiguiente, por la ecuacién (5.67) la respuesta en frecuencia H(w) es

H(w):Y(w):l+]w:2+jw—l:1_ 1

X(w) 2+ jw 2+ jo 2+ jo

Tomando la transformada de Fourier inversa de H(w), la respuesta al impulso A(?) es
h(t)=8(t)— e *'u(r)

Observe que el procedimiento es idéntico al del método de la transformada de Laplace con s reemplazada por jw (problema
3.29).

Considere un sistema LIT de tiempo continuo descrito por

% +23(0) = x(1) (5.166)

Mediante la transformada de Fourier, encuentre la salida y() para cada una de las siguientes sefiales de entrada:

a) x(1) = e 'u(r)
b) x(t) = u(r)

a) Tomando las transformadas de Fourier de la ecuacién (5.166) tenemos que

joY(w) + 2Y(w) = X(w)

Por consiguiente, H(w)= Y _ 1 :
X(w) 2+ jw
De la ecuacion (5.155) X(w)=—L1
1+ jow
1 1 1
y Y(w)=X(w)H (0) =

I+ jo)2+jo) 1+jo 2+ jo
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Por tanto, () = (e7" — e ) u(t)
b) De la ecuacion (5.154) X(w)=mé(w) + L
jow

De este modo, por la ecuacion (5.66) y mediante la técnica de expansion en fracciones parciales, tenemos que

Y(w)=X(w)H(w)= |:775(w) + 1} !

jo|2+ jo
=7é(w) ! !
2+ jo  jo2+ jow)
Tsyel L1 1
2 2jw 22+ jw
s L] oL
2 jo| 22+ jo

donde utilizamos el hecho de que f (w)d(w) = f(0)d(w) [ecuacion (1.25)]. De este modo,
1 1 —2t 1 —2t
t)y=—u(t)—— t)y=—(1- t
y(®) 2u() 7° u(t) 2( e “u(r)

Observamos que el método de la transformada de Laplace es mds facil en este caso debido a la transformada de Fourier
de u(t).

5.46. Considere el sistema LIT en el problema 5.45. Si la entrada x(¢) es la forma de onda cuadrada periédica mos-
trada en la figura 5-27, encuentre la amplitud del primer y del tercer armonicos en la salida y(z).

x(1)

Figura 5-27

Observe que x(7) es la misma x(f) mostrada en la figura 5-8 [problema 5.5]. De este modo, estableciendo que A = 10,
T, = 2y wy, = 2m/T, =  en la ecuacion (5.106) tenemos que

oo

10 1 j
xt)=5+-— ej(2m+l)7rt
® jm mzw 2m+1

A continuacién, del problema 5.45

H(w)=$%H(kw0)=H(k7T)= !
2+ jow 2+ jkm

Asi, por la ecuacion (5.74) obtenemos

y(t)zSH(0)+£ z : 1 H[(2m + 1)yme/Cn+mt
m

jm = +1
_5,.10 § ! i @mhymt (5.167)
2 jm, S @m+D2+ jQm+ ]
Sea yo)y =Y, de
k=—co

La forma armoénica de y(7) estd dada por [ecuacidn (5.15)]

y(t)= Dy + Y, Dy cos(kwyt — ;)
k=1
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donde D, es la amplitud de la k-ésima componente arménica de y(f). Por las ecuaciones (5.11) y (5.16), D, y d, estan rela-

cionadas mediante
D, =2|d,] (5.168)

De esta manera, de la ecuacion (5.167), con m = 0, obtenemos

Dlzz‘dl‘zzL =
Jm(2+ jm)
10
Con m = 1 obtenemos Dy =2|d;|=2|————|=
Jm(3)2 + j3m)

La representacion grafica mds usada de la respuesta en frecuencia H(w) es la grdfica de Bode en la cual las can-
tidades 20 log,, \H(w)| y 0,(w) se grafican contra w, con w graficada en una escala logaritmica. A la cantidad
201log,, |H(a)) | se le llama magnitud expresada en decibelios (dB), denotada como |H(w) \dB. Dibuje las graficas
de Bode para las siguientes respuestas de frecuencia:

_14 )@
a) H)=1+7—
) H(w) 0

B 1
1+ jw/100

4 .
) H(w)= 10°(1 + jw)
(10 + jw)(100 + jw)

b) H(w)

a) |H()|, =201log,o| H(w)|=201log,, 1+j%‘

Para w < 10,

|H(w)|,, =201log,,

1+j%‘—>2010g101=0 amedida que  —0
Para w > 10,

L w .
|H(w) |, =201log,, 1+15‘%20 loglo(l()] a medida que @ — 0

En una escala de frecuencias logaritmicas, 20 log,,(@/10) es una linea recta con una pendiente de 20 dB / década (una
década es un cambio de 10 a 1 en la frecuencia). Esta linea recta intercepta el eje de 0 dB en w = 10 [figura 5-28a)].
(Este valor de w se conoce como frecuencia de esquina.) En la frecuencia de esquina de w = 10

H(10)| ,, = 20log,, |1 + j1| = 2010g,,V2 ~ 3 dB
La grafica de \H(w) |dB se esquematiza en la figura 5-28a). A continuacion,

0y (w)=tan~' =

1

Entonces Oy (w)=tan~ % -0 amedidaque w — 0
Oy (w) = tanﬂ%%z amedida que w —eo

Para w = 10, 0,(10) =tan" ' 1 = 7T/ 4 radianes (rad). La grafica de 0,(w) se dibuja en la figura 5-28b). Observe que las
lineas punteadas representan la aproximacion en linea recta de las graficas de Bode.

142

b) |H(w =201o
) ‘ ( )‘dB glO 100

=—201log,

1
1+ jw/100
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Para w < 100,

|H() |, =—201ogy,

1+j%‘ﬁ—2010g101=0 a medida que @ — 0
Para w > 100,

| H(w) \dB =—20log,

w w
1-j—|[—>—2010 — a medida que w —
JIOO‘ g“’[ 100 ] e

40 v
A
v
30
20 » /
20105>’1()|]+ji| /"
8 0 d
3 10
= A
_——" ‘¢”’
0 if
—10
—-20
1 10 100 1 000
w(rad/s)
a)
/2 5
tan™ ! (/10) RPN
» %L
N et
w4
e atl
/‘4
3 _—'4"
x 0 *
>
—Trl4
—7r/2
1 10 100 1 000
w(rad/s)
b)

Figura 5-28 Gréficas de Bode.
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En una escala de frecuencia logaritmica —20 logm(w/ 100) es una linea recta con una pendiente de —20 dB/década.
Esta linea recta intercepta al eje 0-dB en la frecuencia de esquina @ = 100 [figura 5-29a)]. Para la frecuencia de esquina
o = 100

H(100)| ,; = —201og,, V2 =~ —3dB

La gréfica de \H(w) |dB se esquematiza en la figura 5-29a). A continuacidn,

0, (w)= —tan~' -2

H(w) 100
Entonces 0y (w)= —tan”! % -0 amedida que w — 0
0y (w)=7tan7'%—>f§ amedida que @ —> oo

Para w = 100, 6,(100) = —tan™' 1 = —77/4 rad. La grafica de 0,(w) se esquematiza en la figura 5-290).
¢) Primero, volvemos a escribir H(w) en la forma estandar como

H(w)= 101 + jw)
(14 jw/10)1 + jw/100)
Entonces | H(@)|,;, =201og;, 10+20 log, |1+ jo|
w w
—201og,o |1+ j—|—201log, |1+ j—
210 110‘ g10 ]100‘

Observe que existen tres frecuencias de esquina: @ = 1, @ = 10y w = 100. En la frecuencia de esquina w = 1
H(1)|g5 =20 + 20 log;yv/2 — 20 log;(v/1.01 — 20 log;,~/1.0001 ~ 23 dB
Para la frecuencia de esquina w = 10
H(10)| g5 =20 + 20 log; V101 — 20 log 4 v/2 — 20 log; v1.01 ~ 37 dB
Para la frecuencia de esquina w = 100
H(100)| g5 = 20 +20 log 0 +/10,001 — 20 log, V101 — 20 log,, v/2 =~ 37 dB

La grifica de amplitud de Bode se dibuja en la figura 5-30a). También se indica cada término que contribuye a la am-
plitud total. A continuacién,

0, (w)=tan 'o—tan 'L —tan"'
() 10 100
Entonces 0y (w)=—0—-0—-0=0 amedida que w — 0
T T T T
0y(w)=>—————=—— a medida que w — oo
(@) 5 5 3 2 q
y 6,(1) = tan"!(1) — tan~! (0.1) — tan~'(0.01) = 0.676 rad

0,(10) = tan~' (10) — tan~'(1) — tan~' (0.1) = 0.586 rad
6,,(100) = tan~'(100) — tan~!(10) — tan~' (1) = —0.696 rad

La gréfica de 0,(w) se ilustra en la figura 5-30b).

5.48. Un desplazador de fase ideal de ( —77/ 2) radianes (0 —90°) (figura 5-31) se define mediante la respuesta en
frecuencia

H(w)= e ©=0 5.169
@=1 (5.169)
e w<0
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Figura 5-29 Grificas de Bode.
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Figura 5-30 Grificas de Bode.
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(1) ) Desplazador de @) =x(t)

fase de—r/2 rad

Figura 5-31 Desplazador de fase de —r/2 rad.

a) Encuentre la respuesta al impulso A(f) de este desplazador de fase.
b) Encuentre la salida y(#) de este desplazador de fase debida a una entrada arbitraria x(z).
c) Encuentre la salida y(#) cuando x(¢) = cos w,t.

a) Puesto que e /™2 = —jy ¢™? = j, H(w) puede volver a escribirse como
H(w) = —j sgn(w) (5.170)
>
donde sgn(w) ={ be=0 (5.171)
-1 w<0
. 2
Abhora, de la ecuacion (5.153) sgn(t) <> —
jw

y por la propiedad de dualidad (5.54) tenemos

g <21 sgn(—w) = —2m sgn(w)
Jt

o 1 sen(w) (5.172)
Tt

puesto que sgn(w) es una funcién impar de w. De esta forma, la respuesta al impulso /() estd dada por

WO =F (H@) = F = sen(@)] = (5.173)
b) Por la ecuacién (2.6) y(t) = x(t) * % :% '[_m ;(77) dr (5.174)
<=7

La sefial y(#) definida por la ecuacién (5.174) se conoce como transformada de Hilbert de x(t) y por lo general se denota

mediante £(7).
¢) Delaecuacion (5.144) cos wyt <= 78w — wy) + §(w + w)]
Entonces Y(w)=X(w)H(w) =7[0(w — wy) + 6(w + wy)][—J sgn(w)]
=— jm sgn(wg )0(w — wy) — jm sgn(—wy )d(w + w,)
=—jmd(w — wy) + jmd(w + wy)
puesto que sgn(w,) = 1y sgn(—w,) = —1. De este modo, de la ecuacién (5.145) obtenemos

y(1) = sen wt
Observe que cos(w,t — 77/ 2) = sen wyt.

5.49. Considere un sistema LIT causal de tiempo continuo con respuesta en frecuencia
H(w) = A(w) + jB(w)
Demuestre que la respuesta al impulso A(f) del sistema puede obtenerse en términos de A(w) o B(w) solos.
Puesto que el sistema es causal, por definicion
h(t) =0 <0
En consecuencia, h(—1) =0 t>0
Sea h(t) = h(t) + h (1)

donde A,(t) y h,(t) son las respectivas componentes par e impar de /(f). Entonces de las ecuaciones (1.5) y (1.6) podemos
escribir

h(r) = 2h () = 2h (1) (5.175)



PROBLEMAS RESUELTOS

De las ecuaciones (5.61b0) y (5.61c¢) tenemos que
h() < Alw) y h, (1) < jB(w)

De este modo, por la ecuacién (5.175)
h(®) = 2h(1) = 2F '[A(w)] t>0 (5.176a)
h(t) =2h () =2F '[jB(w)] t>0 (5.176b)

Las ecuaciones (5.176a) y (5.176b) indican que A(f) puede obtenerse en términos de A(w) o B(w) solos.

5.50. Considere un sistema LIT causal de tiempo continuo con respuesta en frecuencia

5.51.

H(w) = A(w) + jB(w)

Si la respuesta al impulso A(f) del sistema no contiene impulsos en el origen, entonces demuestre que A(w) y
B(w) satisfacen la siguiente ecuacion:

Aw)=L [T BXD 4y (5.177a)
Cw—A
Blwy=—+ [T AN ) (5.177b)
Cw—A
Como en el problema 5.49, sea h(t) = h,(t) + h (1)

Puesto que /(7) es causal, es decir, i(t) = 0 para t < 0, tenemos que
h,(t) = —h (1) t<0
También de la ecuacién (5.175) tenemos que
h() = h (1) t>0

De este modo, mediante la ecuacidn (5.152) podemos escribir

h(t) = h(1) sgn(?) (5.178a)

h(t) = h,() sgn(t) (5.178b)
Ahora, de las ecuaciones (5.61b), (5.61¢) y (5.153) tenemos que

h(1) = Alw)  h,(t) < jB(w)  sgn(t)< i
jo

De esta forma, por el teorema de convolucién en la frecuencia (5.59) obtenemos

A(w)—ijB(w)*———B( yrt=1 J B
21T Jjow w

Cw—A
. 1 2 1 1
y JB(w)=—A(w) ¥ —=—j—A(w) *—
21 jo T w
0 B(w) =~ A(w)* L =—1 f AQ) gy
T w Cw—A

Observe que A(w) es la transformada de Hilbert de B(w) [ecuacidn (5.174)] y que B(w) es el negativo de la transformada
de Hilbert de A(w).

Se sabe que la parte real de la respuesta en frecuencia H(w) de un sistema LIT causal es w6(w). Encuentre la
respuesta en frecuencia H(w) y la funcién del impulso /(f) del sistema.

Sea H(w) = A(w) + jB(w)

Mediante la ecuacion (5.177b), con A(w) = 7 6(w) obtenemos

1 (> 76(A) o 1 1
B(w)=—— —ldA=— O(A)——dA=——
(@) 77".*‘”(0—)\ J.*"“ ¢ )w—)\ w
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Por consiguiente, H(w)=m6(w)— jl =7é(w) + L
w Jjw
y con la ecuacién (5.154) h(t) = u(t)
FILTRADO

5.52. Considere un filtro ideal pasa-bajas con respuesta en frecuencia

5.53.

5.54.

H(w)= 1 || <o,
0 | w | > w,
La entrada para este filtro es x(t)= senar

Tt
a) Encuentre la salida y(¢) para a < w,.
b) Encuentre la salida y(f) para a > w,.
¢) (En cudl de los casos la salida sufre distorsién?

a) De la ecuacion (5.137) (problema 5.20) tenemos que

1
x<t>=se““’e>(<w>:pa<w>={ jo]<a

0 ‘ w ‘ >aq
Entonces, cuando a < w, tenemos que

Y() = X(0)H(w) = X(w)

De este modo, (1) = x(1) = sen at
b) Cuando a > w, tenemos que V(o) = X(0)H(w) = X(w)
Asi, Y1) = h(t) = sen w,t

¢) En el inciso a), es decir, cuando w, > a, y(f) = x(¢) y el filtro no produce ninguna distorsién. En el inciso b), esto es,
cuando w. < a, y(t) = h(t) y el filtro produce distorsion.

Considere un filtro ideal pasa-bajas con respuesta en frecuencia
1 | w | <4
H(w)=
0 |w|>4m
La entrada para este filtro es la onda cuadrada periddica mostrada en la figura 5-27. Encuentre la salida y(?).
Estableciendo A = 10, T, =2y w, = 277'/ T, = m en la ecuacién (5.107) (problema 5.5), obtenemos

x(t)=5 +§ senn’t+isen37rt+isen57rt+---
T 3 5

Puesto que la frecuencia de corte w, del filtro es de 47 rad, el filtro pasa todas las componentes arménicas de x(f) cuyas
frecuencias angulares sean menores de 47 rad y rechaza todos los componentes armoénicos de x(¢) cuyas frecuencias angu-
lares sean mayores de 47 rad. Por consiguiente,

y(it)y=5+ Esenﬂ't + &sen 37t
T 3

Considere un filtro ideal pasa-bajas con respuesta en frecuencia

H(w)z{1 o] <@

0 |o|> o,



5.55.

PROBLEMAS RESUELTOS

La entrada para este filtro es x() = e u()

Encuentre el valor de w, de tal modo que este filtro pase exactamente una mitad de la energia normalizada de la sefial de
entrada x(7).

De la ecuacion (5.155) X(w)= !

2+ jw

1 o] <o,
Entonces Y(w)=X(w)H(w)=42+ jo

0 ‘ ) ‘ > w,

La energia normalizada de x(¢) es

EX=J7 \x(t)\ dt = J g =L

Mediante la identidad de Parseval (5.64), la energia normalizada de y(7) es

= ol a= —I ‘Y(a))‘dw——_[

—oc 4+ o°
R
0 44+ 27 2 2 8
de lo cual obtenemos %=tan§=l y o, =2rad/s

El ancho de banda equivalente de un filtro con respuesta en frecuencia H(w) se define por

Weg=———— [ | H(w) do (5.179)

eq
|Hw)|}

max

donde ’H(w) ‘méx denota el valor maximo del espectro de magnitud. Considere el filtro pasa-bajas RC ilustrado
en la figura 5-6a).

a) Encuentre su ancho de banda de 3 dB W ;.

b) Encuentre su ancho de banda equivalente W,

a) De la ecuacion (5.91), la respuesta en frecuencia H(w) del filtro RC estd dada por
(I

1+ joRC 1+ j(w/wy)

H(w)=

1

donde w, = 1/RC. Ahora Hw)|=— o
0 / ‘ ‘ 1+ (/g 2172

El espectro de amplitud \H(w)| se grafica en la figura 5-6b). Cuando w = w, = =1 / V2. De este modo,

el ancho de banda de 3 dB del filtro RC estd dado por
1
Wigg = w0y = —
3B~ @Wo T RC

b) De la figura 5-6b) vemos que ‘H(O)| = 1 es el espectro de magnitud
maximo. Al reescribir H(w) como

111

H(w)= P
@ 1+ joRC RC 1/RC + jo

y por medio de la ecuacién (5.179), el ancho de banda equivalente
del filtro RC esta dado por (figura 5-32)

v

_ 1 J” dw _ 1 T
‘4 (RC)* 70 (1/RCY* + w®>  (RC)* 2/RC  2RC Figura 5-32 Ancho de banda del filtro.
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5.56. El tiempo de subida ¢, del filtro RC pasa-bajas en la figura 5-6a) se define como el tiempo requerido para que

una respuesta al escalén unitario vaya de 10 a 90% de su valor final. Demuestre que

_ 035

r
f3dB

donde f; ;5 = W, dB/ 2 =1 / 27 RC es el ancho de banda de 3 dB (en hertz [o hertzios]) del filtro.

t

De la respuesta en frecuencia H(w) del filtro RC, la respuesta al impulso es
I _urc
h(t)=—e " u(t)
RC

Entonces, de la ecuacion (2.12) se concluye que la respuesta al es- )
calon unitario s(7) es 0.9 F-mmmmmmmm e

s()= J;h(r) dr = j(;R—ICe*T’RC dr=(1—-e"Yu()

lo cual se grafica en la figura 5-33. Por la definicién del tiempo de

subida 0.1
L=n-1 0 ' t t
donde s(t) =1 —e™WRC = 0.1 — ¢""/RC = .9 ! r
s(t,) = 1 —e RC = 0.9 — ¢ 1/RC = ] Figura 5-33

Al dividir la primera ecuacion entre la segunda del lado derecho obtenemos
o2~ 1/RC — ¢

2.197 _ 035

Tfias  fram

y t.=t,—t,=RCIn(9)=2.197RC =

r

lo que indica la relacién inversa entre el ancho de banda y el tiempo de subida.

5.57. Otra definicién de ancho de banda para una sefial x(¢) es el ancho de banda Wy, de contenido de energia al 90%,
definido por
1 Woo 2 1 Woo 2 B
> [ | X(@) o= — ], 1x@f do=09E, (5.180)

donde E, es el contenido de energia normalizada de la sefial x(7). Encuentre el W, para las siguientes sefiales:

a) x(t)=¢ “ut),a>0

b) x(t)= sen at
Tt
a) De la ecuacion (5.155) x(t)=e “u(t) - X(w)= ! -
a+ jo
De la ecuacién (1.14) E= ] Jxwfdi= [ e =2i
e a

Ahora, por la ecuacion (5.180)

W W
R e L
=0 T a

O P+ am 2a
-1l Wy |_
de lo cual obtenemos tan | —— |=0.457
a

Asi, Wy, = a tan(0.457) = 6.31a rad/s



b)

PROBLEMAS RESUELTOS

De la ecuacion (5.137)
‘w‘<a
0 ‘w‘>a

sen at

xt)=——X(w)=p,(0)= {
at

Mediante la identidad de Parseval (5.64) tenemos que

a

E, _7j | X(@)| dt——f | X(w)[ dw——_[ a

Entonces, por la ecuacion (5.180)

1 90 Woo w.
;jo | X(w )\dw——J. dw—%*09—

y asi obtenemos Woo = 0.9a rad/s

Observe que el ancho de banda absoluto de x(7) es a (en radianes/segundo).

5.58. Sea x(#) una sefial limitada en banda de valores reales especificada por [figura 5-34D)]

X(w) =0 |w|>wM

Sea x,(f) definida por x,(1) = x(D)8, (1) = x(1) i 8(t —KT,) (5.181)

k=—oo

a) Grafique x(7) para T, < 77/ w, ypara T, > 77'/ Wy
b) Encuentre y grafique el espectro de Fourier X (w) de x(f) para T, < 77/ wy, ypara T, > 77/ Wy

a)

b)

Mediante la ecuacién (1.26) tenemos que
X, ()= x(1)8; () =x(t) Y, 8t —KT,)
k=—oo0
= > x()8(t—kI,)= Y, x(kT,)8(t —KT}) (5.182)
k=—co k=—co

La sefial muestreada x(¥) se grafica en la figura 5-34c¢) para T, < 77'/ w, y en la figura 5-34i) para 7, > 77'/ Wy
La sefial x() se conoce como sefial muestreada ideal, T, se conoce como intervalo (0 periodo) de muestreo, mien-
tras f, = 1/T se conoce como tasa (o frecuencia) de muestreo.

De la ecuacién (5.147) (problema 5.25) tenemos que
S —w, ), dw—ko) o =2Tl
k=—oo0 K

Sea x (1) < X ()

Entonces, de acuerdo con el teorema de convolucién en la frecuencia (5.59) tenemos que

X () =F[x(1)8; (t)]—— X(w) * o, Z 8w — kw,)
k=—co

X(w)*6(w — kw,)

—oo

H MX

1
T,,
Por medio de la ecuacién (1.26) obtenemos
| <
X (@)= Y X(w— ko) (5.183)
S k=—o0

lo que demuestra que X (w) se compone de réplicas periddicamente repetidas de X(w) centradas alrededor de ko, para
toda k. El espectro de Fourier X (w) se ilustra en la figura 5-34 f) para T, < W/wM (0w, > 2 wy,), y en la figura 5-34j)
para T, > 77/ wy (0w, <2 wy,), donde w, = 2 77'/ T,. Puede apreciarse que no ocurre traslape de las réplicas X(w — kw,)
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x(t) X(w)
\_/N/_\ > /_ _\
0 I'

—wy 0 Wy ;
a) b)
o (1) Floy (]
-7, 0 T, o, ' o, 0 o, o
) d)
x,(H) X (o)
* EVAVIAVAN
| : l A\,
-7, 0 T, 2T t —og oy 0 ey w, o
e) Wy
8y, (1) F1o, (0]
-1, 0 T, 2T, ; —20, -~ 0 o, 20, o
g h)
x (1) X (@)
4 T > | | |
-7, 0 T, 2T, t 20, —wST 0 T o 20, w
Oy Oy

i) b))
Figura 5-34 Muestreo ideal.

en X,(w) para w, = 2 w,, y que se produce traslape de las réplicas espectrales para w, < 2 w,,. Este efecto se conoce
como aliasing (0 submuestreo).

5.59. Sea x() una sefial limitada en banda de valores reales especificada por
X(w)=0 |o|> wy

Demuestre que x(7) puede expresarse como

oo

x(t)=Y, x(kT})

k=—co

senwy, (t — kT)

184
w,, (t — kT,) (5.184)

donde T, = W/wM.



5.60.

PROBLEMAS RESUELTOS

Sea x(f) < X(w)
x,(0) = (18, (1) < X, (0)
De la ecuacién (5.183) tenemos que T X,(w)= 2 X(w—kw,)
k=—oc0

Entonces, bajo las siguientes dos condiciones,

O X@=0]0[>0, y @ L=—-

Wy
de la ecuacién (5.185) vemos que X(w)= iX‘Y (w) |o| <oy,
Wy

A continuacién, tomando la transformada de Fourier de la ecuacion (5.182) tenemos que

oo

X,(@)= Y x(kT,)e
k=—co0

Sustituyendo la ecuacién (5.187) en la ecuacidn (5.186) obtenemos
X(@) ==Y xkT)e 0 |o|<ao,
DOy j——oo

Tomando la transformada de Fourier inversa de la ecuacién (5.188) obtenemos que

1 (= :
x(t)=— X(w)e’”" dw
0=5-]"_x@

oo

oy .
= L™ w)e ) o
sz 7ka:7m

oo

wpr .
= 2 x(kT,) 1 J /UK 4o
2wy " oM

k=—oo

_ i x(kT‘)sean(t—kTs)
T oyt —kTy)

(5.185)

(5.186)

(5.187)

(5.188)

De los problemas 5.58 y 5.59 concluimos que una sefial limitada en banda que no tiene componentes de frecuencia mayores
de f,, hertz puede recuperarse por completo a partir de un conjunto de muestras tomadas a la tasa de f, (= 2f,,) muestras por
segundo. Esto se conoce como teorema del muestreo uniforme para sefiales pasa-bajas. Hacemos referencia a 7, = 77/ Wy
= 1/2fM (w,, = 27 f,,) como intervalo de muestreo de Nyquisty a f, = 1/TS = 2f,, como tasa de muestreo de Nyquist.

Considere el sistema mostrado en la figura 5-35a). La respuesta en frecuencia H(w) del filtro ideal pasa-bajas

estd dada por [figura 5-35b)]
H(w)=T () T, | w | <w,
w)— w) =
Spa)C O | w | > wc
Demuestre que si w, = a)s/ 2, entonces para cualquier seleccién de T,

y(mT) = x(mT,) m=0,*1,*+2,..

H(w)
x(1) ‘/><\ x(1) ‘I—lH( ) ON
'T > w » TS
8. =3 80—k o, 0 o ,
s k =—oco
a) b)

Figura 5-35
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De la ecuacidn (5.137), la respuesta al impulso A(z) del filtro ideal pasa-bajas estd dada por

senw.! _ Tiw, senw,t

h(t)=T,
T Wt

De la ecuacién (5.182) tenemos que

oo

X, (N =x(0)8; ()=, x(KT,)8(t —KT,)
k=—co

Por la ecuacién (2.6) y mediante las ecuaciones (2.7) y (1.26), la salida y(¢) estd dada por

oo

Y(6) = x,(t) = h(t) = [ > x(kT,)8(t — KT, >} *h()

=—oco

oo

= Y x(KT)[h(r)* 8(t — kT,)]
k=—o0

oo

= > x(kT)h(t —KT,)

k=—oo

Mediante la ecuacién (5.189) obtenemos

oo

v =Y x(kT,)

k=—co

T,w. senw,(t — kT,)
w (t —kTy)

Siw, = ws/ 2, entonces Tswc/ m = 1,y tenemos

- sen[w, (t — kT,)/2]
= kT,) s =220
YO= 2 kT w,(t —kT,)/2

k=—co

Estableciendo t = mT, (m = entero) y por el hecho que w, T, = 27, obtenemos

oo

y(mT,)= Z x(kT,) sen(m — k)
o m(m—k)
senr(m — k) _{0 m#k
Como —_— =
w(m—k) 0 m=k
tenemos que y(mT,) = x(mT) m=0,*1,+2, ..

lo cual demuestra que sin ninguna restriccion sobre x(f), y(mT,) = x(mT,) para cualquier valor entero de m.

(5.189)

Observe del teorema del muestreo (problemas 5.58 y 5.59) que si w, = 277/ T, es dos veces mayor a la frecuencia mas
alta presente en x(t) y . = ws/ 2, entonces y(f) = x(#). Si esta condicién sobre el ancho de banda de x(f) no se satisface,
entonces y(f) # x(t). Sin embargo, si w, = wx/ 2, entonces y(mT,) = x(mT,) para cualquier valor entero de m.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

5.61. Considere una seiial rectificada de onda seno x(r) defi- 5.63. Por medio del resultado del problema 5.10, encuentre la
nida como serie de Fourier trigonométrica de la sefial x(#) mostra-
x(t) = | Asen 7t da en la figura 5-36.
a) Grafique x(7) y encuentre su periodo fundamental. x(1)
b) Encuentre la serie de Fourier exponencial compleja
de x(2). A

¢) Encuentre la serie de Fourier trigonométrica de x(7).

5.62. Encuentre la serie de Fourier trigonométrica de una se-

fial periddica x(#) definida por -7, 0 T,

x( =1t} —w<t<mw y x(t +2m) = x(f) Figura 5-36



5.64.

5.65.

5.66.

5.67.

5.68.

5.69.

5.70.

5.71.

5.72.

Derive la representacién en serie de Fourier en forma
armonica (5.15) a partir de la representacion de la serie
de Fourier trigonométrica (5.8).

Demuestre que el valor cuadrético medio de una sefial
periddica real x(7) es la suma de los valores cuadraticos
medios de sus arménicos.

Demuestre que si
x(1) < X(w)
entonces

()=

2O oy X(@)
dt

Mediante la técnica de diferenciacion, encuentre la
transformada de Fourier de la sefial de pulso triangular
ilustrada en la figura 5-37.

x(1)

A

i 4

—d 0 d
Figura 5-37

Encuentre la transformada de Fourier inversa de

X(w)= %
(a+ jo)
Encuentre la transformada de Fourier inversa de

1

X(w)=———
2— o’ + j3w

Verifique la propiedad de diferenciacién de la frecuen-
cia (5.56); es decir,

dX(w)

(=jnx(t) <

Encuentre la transformada de Fourier de cada una de las
siguientes sefiales:

a) x(t) = cos wytu(t)
b) x(1) = sen wtu(t)
¢) x(t) = e " cos wytu(t),a >0
d) x(t) = e”“sen wtu(t),a >0

Sea x(r) una sefal con una transformada de Fourier
X(w) dada por

1 ‘ w ‘ <1
X(w)=
(@) {0 ‘ w ‘ >1]
Considere la senal
d*x(1)

)= %

5.73.

5.74.

5.75.

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

Encuentre el valor de
NECIRT

Sea x(f) una sefal real con la transformada de Fourier
X(w). La sefial analitica x(t) asociada con x(f) es una
sefial compleja definida por

x, () = x(@) + j&(1)
donde £(7) es la transformada de Hilbert de x(r).

a) Encuentre la transformada de Fourier X, (w) de
x, ().

b) Encuentre la sefial analitica x_(#) asociada con cos
w,t y su transformada de Fourier X (w).

Considere un sistema LIT de tiempo continuo con res-
puesta en frecuencia H(w). Encuentre la transformada
de Fourier S(w) de la respuesta al escalon unitario s(f)
del sistema.

Considere el filtro RC mostrado en la figura 5-38. En-
cuentre la respuesta en frecuencia H(w) de este filtro y
discuta su tipo.

c
|
|

x(1) R y()
Figura 5-38
5.76. Determine el ancho de banda de contenido de energia al

5.77.

99% para la sefial
1
X(I) =
P +d?

El teorema de muestreo en el dominio de la frecuencia
establece que si una sefial real x(7) es de duracion limi-
tada, es decir,

xn=0 il >z,

entonces su transformada de Fourier X(w) puede de-
terminarse de manera univoca a partir de sus valores
X(mr/ 1)) para una serie de puntos equidistantes espa-
ciados entre si en una cantidad 77/ t- De hecho, X(w)
estd dada por

X(w) = i X[W] sen(wt,, — n)

ty wty —nm

n=—oo

Verifique el teorema de muestreo anterior en el dominio
de la frecuencia.



@ CAPITULO 5 ANALISIS DE FOURIER DE SENALES Y SISTEMAS DE TIEMPO CONTINUO

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

5.61. a) X(r) se graficaen la figura 5-39y 7, = 1.

24 <« 1
b) x(t)y=—"— —_
) T oAk -1

24 4AC 1
c) x(t)y=——F 5
T4k -1

e Jk2art

cos k2t

x(1)

5.62.

5.63.

5.64.

5.65.

5.66.

5.67. Ad

5.68.

-1 0 1 2 t
Figura 5-39

2 o k
T (=1
x(t)=—+4 cos kt

=" ,;:1 =

8

x(t)=

1
—senkwt Wy =—
k Ty

(SYIS
ElS

k

Sugerencia: Vuelva a escribir a; cos kwyt + b, sen kwyt
como

2 2 ay
\/ak th |l =5Tam
(a;

cos kwyt +
+ 5272

by
——F5—— senkwt
@+op)” }
y haga uso de la férmula trigonométrica cos(A — B) =

cos A cos B + sen A sen B.

Sugerencia: Use la identidad de Parseval (5.21) para la
serie de Fourier y la ecuacion (5.168).

Sugerencia: Repita la propiedad de diferenciacién en el
tiempo (5.55).

sen (wd/2) :
wd/2

Sugerencia: Haga la diferenciaciéon de la ecuacién
(5.155) N veces con respecto a a).

l‘N_l

(N—1)!

e “u(t)

5.69.

5.70.

5.71.

Sugerencia: Note que

2 -+ j3w=2+ (jw)?+j3w=(+jo)2 + jo)

y aplique la técnica de la expansién en fracciones par-
ciales.
x(t) = (e —e7u(r)

Sugerencia: Utilice la definicién (5.31) y proceda de
manera similar a la del problema 5.28.

Sugerencia: Haga uso de la propiedad de multiplica-
cién (5.59).

o T jo
a) X(w)=—=dw—-—wy)t+—0wt+w,)+—F—
) X@)= T8 =00+ 0wt ag) t gty
™ T ®
b) X(w)=—8w—wy))——o+w,)+—F"—
) X()= T80 —0g) = ot ag) t gt

a+ jo

0 Xy=— Lt

(a+jo) +wp
@y

d) X =
) K@) (a+ jw)’ + o}

. Sugerencia: Emplee la identidad de Parseval (5.64)

para la transformada de Fourier.

1/37
. @) X (w)=2X(0)u(w)= {ZX (@)  ©>0
0 w<0

b) x,(t)=e", X (w)=2m8— w,)

5.74. Sugerencia: Utilice la ecuacion (2.12) y la propiedad de
integracion (5.57).

. Hw)=

S(w) =7H(0)d(w) + (1/jw) H(w)

jo

———— filtro pasa-altas
(1/RC) + jow

. Wy = 2.3/a radianes/segundo o fy, = 0.366/a hertz.

. Sugerencia: Expanda x(f) en una serie compleja de

Fourier y proceda de manera semejante a la del proble-
ma 5.59.



